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序言 


在 我 们 映 边 ， 有 一 个 存在 于 平行 时 空中 的 秘密 世界 。 她 风姿 绰 
约 、 精 致 典雅 ， 与 我 们 生活 的 这 个 世界 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 。 这 个 秘 
密 世 界 ， 台 是 我 们 大 多 数 人 都 无 法 看 见 的 数学 世界 。 本 书 意 在 邀请 广 
大 读者 一 起 发 现 、 探 索 这 个 世界 。 


我 们 经 常会 遇 到 这 样 一 个 悖 论 。 一 方面 ， 数 学 与 我 们 日 常生 活 的 
方方面面 紧密 地 交织 在 一 起 。 只 要 我 们 上 网 购物 ， 发 送 一 条 文本 信 
息 ， 在 互联 网 上 搜索 信息 ， 或 者 使 用 GPS (全 球 定位 系统 ) 设备 ， 我 
们 束 会 用 到 数学 公式 和 运算 法 则 。 男 一 方面 ， 大 多 数 人 在 学 习 数 学 时 
却 感到 头 疫 不已。 用 诗人 汉 斯 : 马 格 努 斯 : 恩 容 斯 贝 格 尔 (Hans Magnus 
Enzensberger) 的 话说 ， 数 学 已 经 成 为 “我 们 文化 中 的 一 个 盲点 ， 是 一 
片 卫生 的 领土 ， 只 有 为 数 不 多 的 精英 在 名 师 的 指点 下 才能 占据 制 高 
点 ”。 他 曾 说 ， 在 我 们 认识 的 人 中 ， 几 乎 没有 人 “会 气急 败坏 地 抱怨 : 
只 要 在 他 们 面前 提起 读 小 说 、 看 照片 或 者 观看 电影 这 些 事 ， 他 们 残 会 
心 惊 肉 跳 ， 甚 至 痛不欲生 ”。 但 是 ， 即 使 是 “受过 民 好 教育 的 聪明 人 ”也 
常常 以 “一 种 不 履 一 顾 与 自以为是 的 口 易 ”说 着 数学 “纯粹 是 折磨 人 人 ”， 
是 “一 场 叶 梦 ”之 类 的 话 。 因 此 ， 他 们 “不 喜欢 数学 ”。 


为 什么 会 有 这 种 反常 现象 呢 ? 我 认为 主要 有 两 个 原因 。 首 先 ， 数 
学 比 其 他 学 科 更 抽象 ， 因 此 令 人 难以 理解 。 其 次 ， 我 们 在 学 校 学 到 的 
只 不 过 是 数学 知识 的 冰山 一 角 ， 而 且 这 些 读本 内 容 大 多 还 是 很 久 以 前 
的 陈 芝 矿 烂 合子 。 多 年 以 来 ， 数 学 已 经 取得 了 长 足 的 发 展 。 然而， 里 
然 现 代数 学 的 至 库 中 珍藏 着 琳 环 满目 的 瑰宝 ， 但 我 们 一 直 不 得 其 门 而 
入 。 


如 采 学 校 在 我 们 必修 的 “美术 课 ” 上 只 教 给 我 们 粉刷 篇 和 匈 的 方法 ， 
却 从 来 不 辐 我 们 展示 达 : 人 芬 奇 (Leonardo da Vinci) 与 毕加索 
(Picasso) 的 作品 ， 那 么 大 家 会 有 什么 样 的 感觉 呢 ? 这 样 做 能 提高 艺 
术 鉴 赏 力 吗 ? 你 还 会 有 继续 学 习 的 欲望 吗 ? 我 想 答 案 是 否定 的 。 你 可 
能 会 说 :“ 在 学 校 里 学 习 绘 画 就 是 浪费 时 间 。 如 有 果 非 要 粉刷 篇 多 不 可 ， 
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是 这 样 教授 数学 的 。 因 此 ， 在 大 多 数 人 眼中 ， 学 习 数 学 胎 无 意义 ， 整 
像 在 篇 多 学 边 坐 等 油漆 干 透 。 想 要 看 到 美术 大 师 们 的 画作 并 不 那么 困 
难 ， 但 是 数学 大 师 们 的 研究 成 果 却 通常 被 束之高阁 。 


不 过 ， 数 学 之 所 以 如 此 迷人 ， 并 不 仅仅 古 因为 它 能 给 入 以 美的 至 
受 。 伽 利 略 (Galileo Galilei) 说 得 非常 好 : “自然 界 的 法 则 是 用 数学 语 
言 写 瓯 的 。” 数 学 是 一 种 描述 现实 、 揭 示 世 界 运 行规 律 的 语言 ， 这 种 普 
适 性 语言 已 经 成 为 检验 真理 的 黄金 标准 。 在 我 们 生活 的 这 个 世界 里 ， 
数学 在 科技 的 驱动 之 下 ， 已 经 成 为 人 类 力量 、 财 富 与 进步 的 源 果 ,并 
且 在 不 断 巩固 其 地 位 。 因 此 ， 能 熟练 掌握 这 1 “新 ”语言 的 人 必 将 站 在 
社会 发 展 的 最 前 治 。 


人 们 通常 对 数学 有 所 误解 ， 以 为 数学 不 过 是 一 个 “工具 包 ”。 比 
如 ， 生 物 学 研究 人 员 在 完成 实地 调查 并 收集 好 数据 之 后 ， 往 往 会 专门 
为 这 些 数据 建立 一 个 数学 模型 《有 时 ， 他 们 还 会 向 数学 领域 的 专业 人 
士 求助 ) 。 尽 管 这 种 研究 模式 也 非常 重要 ， 但 是 数学 的 作用 远 不 止 于 
此 。 数 学 可 以 帮助 我 们 实现 利用 其 他 知识 无 法 做 到 的 创新 性 、 颠 覆 性 
飞跃 。 例 如 ， 当 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein) 发 现 万 有 引力 会 导致 我 们 
所 处 的 空间 弯曲 时 ， 他 并 没有 尝试 把 所 涉及 的 任何 数据 归纳 成 方程 
式 。 事 实 上 ， 他 甚至 没有 任何 数据 可 以 证 明 他 的 这 个 发 现 。 当 时 ， 人 
们 根本 无 法 想象 自己 所 处 的 空间 竟然 是 弯曲 的 ， 大 家 都 “觉得 ”这 个 世 
界 是 平 的 。 但 是 ， 爱 因 斯 坦 知道 ， 要 想 成 功 地 把 狭义 相对 论 与 他 得 出 
的 一 个 深刻 认识 ( 即 万 有 引力 与 加 速度 会 产生 相同 的 效果 ) 一 起 推广 
至 非 惯 性 系统 ， 建 立方 程式 是 唯一 可 行 的 方法 。 用 方程 式 来 表现 数据 


的 规律 ， 即 便 在 数学 领域 也 属于 层次 较 高 的 学 术 活 动 。50 年 前 ， 爱 因 
斯 坦 借助 数学 家 伯 恩 哈 德 . 歼 曼 (Bernhard Riemann) 的 人 研究 成 果 才 完 
成 了 这 项 工作 。 人 类 大 脑 的 构造 决定 了 我 们 无 法 想象 维 数 大 于 二 的 要 
曲 空 间 ， 我 们 只 能 借助 数学 才能 理解 复杂 的 空间 。 爱 因 斯 坦 的 观点 是 
正确 的 : 我 们 这 个 宇宙 的 确 是 弯曲 的 空间 ， 而 且 它 还 在 不 断 膨胀 。 这 
个 例子 充分 说 明了 数学 的 重要 作用 。 


这 样 的 例子 俯 拾 即 是 ， 不 仅 在 物理 学 中 存在 ， 在 其 他 科学 领域 也 
不 少 (下 文 将 讨论 其 中 一 些 例子 。 历 史 事 实 表 明 ， 数 学 思想 正在 促 
使 科学 和 技术 发 生日 新 月 异 的 变化 。 即 使 是 那些 一 开始 时 被 人 们 视 为 
深奥 难 懂 的 纯 理 论 性 数学 知识 ， 后 来 也 会 在 实际 生活 中 发 挥 不 可 或 缺 
的 作用 。 查 尔 斯 .达尔文 (Charles Darwin) 最 初 的 研究 并 不 依赖 于 数 
学 ， 但 是 他 后 来 在 自传 中 说 :“ 我 为 自己 不 能 对 数学 中 的 重要 原理 有 所 
领悟 而 深 感 遗憾 ， 因 为 这 些 原理 能 增强 人 的 理性 思维 能 力 。” 我 觉得 他 
的 这 番 话 就 是 一 个 颇 有 预见 性 的 建议 ， 告 误 后 人 必须 充分 发 掘 数 学 的 
巨大 潜能 。 


小 时 候 ， 我 并 不 知道 喘 边 还 有 数学 这 个 秘密 世界 。 同 大 多 数 人 一 
样 ， 我 也 以 为 数学 是 一 门 枯 燥 无 味 的 学 科 。 不 过 ， 我 比较 幸运 ， 在 中 
学 阶段 的 最 后 一 个 学 年 ， 一 位 专业 素养 极 融 的 数学 专业 人 士 帮 我 打开 
了 数学 这 一 神秘 世界 的 大 门 。 我 这 才 知 道 ， 数 学 不 仅 典 雅 闫 好， 而且 
它 还 像 诗歌 、 忆 术 和 音乐 一 样 ， 充 满 了 无 限 可 能 。 于 是 ， 我 深 深 地 迷 
上 了 数学 。 


亲爱 的 读者 ， 我 撰写 本 书 束 是 为 了 把 老师 们 对 我 的 言传 喘 教 传 递 
给 你 们 ， 向 你 们 展示 数学 的 力量 和 美 ， 帮 助 你 们 进入 这 个 神奇 的 世 
界 ， 即 便 你 们 从 来 没 想 过 “数学 ”与 “ 爱 ” 这 两 个 词 葛 然 可 以 并 列 在 一 
起 。 你 们 将 会 和 我 一 样 ， 发 现 数 学 可 以 触及 我 们 的 灵魂 ， 使 我 们 的 世 
界 观 发 生 天 翻 地 徐 的 变化 。 


mK 米 米 


数学 知识 与 其 他 学 科 知 识 都 有 所 不 同 ， 它 极为 特殊 。 我 们 对 物理 
世界 的 认 知 很 容易 失真 ， 但 对 数学 真理 的 认 知 却 一 成 不 变 。 数 学 真理 
征 经 久 不 变 、 客 观 且 必 然 的 存在 。 对 所 有 人 而 言 ， 无 论 他 们 的 性 别 、 
宗教 信仰 或 者 肤色 有 何不 同 ， 无 论 他 们 吴 处 何 地 ， 同 一 个 数学 公式 或 
者 定理 的 含义 都 不 会 有 任何 不 同 ， 即 便 经 历 上 千年 也 不 会 发 生变 化 。 
同时 ， 数 学 公式 和 定理 征 我 们 所 有 人 的 共有 财产 ， 任 何人 都 不 可 以 对 
它们 申请 专利 。 在 这 个 世界 上 ， 如 此 深奥 、 精 致 ， 而 且 所 有 人 都 可 以 
随时 取 用 的 东西 ， 非 数学 知识 莫 属 。 这 样 一 个 知识 宝库 的 存在 令 人 难 
以 置信 ， 它 具有 非凡 的 价值 。 而 且 ， 它 并 非 那些 “受过 民 好 教育 的 少数 
人 ”的 专利 ， 而 古人 类 的 共同 财产 。 


数学 的 一 个 主要 作用 是 对 信息 进行 排序 ， 信 息 的 排序 分 类 是 焚 融 
的 画作 区 别 于 随意 涂鸦 的 根本 原因 。 随 着 3D 打 印 技术 的 出 现 ， 我 们 习 
以 为 常 的 现实 正在 发 生 着 根本 性 的 改变 。 一 切 事物 都 不 再 属于 物理 对 
象 的 范畴 ， 而 是 隶属 于 信息 与 数据 的 范畴 。 我 们 随时 可 以 把 PDF ( 便 
携 式 文档 格式 ) 文档 转变 成 书本 ， 把 MP3 (一 种 能 播放 音乐 文件 的 播 
放 器 ) 文件 转换 成 一 段 乐 曲 ， 同 样 ， 在 不 久 的 将 来 ， 我 们 还 可 以 根据 
需要 ， 利 用 3D 打 印 机 ， 方 便 地 把 信息 转变 成 实物 。 在 这 个 新 世界 中 ， 
数学 将 大 有 可 为 ， 发 挥 更 加 重要 的 作用 。 我 们 可 以 利用 数学 知识 对 信 
恩 进 行 整理 、 排 序 ， 也 可 以 将 信息 转变 成 物理 现实 。 


在 本 书 中 ， 我 将 向 大 家 介绍 数学 界 近 50 年 来 的 一 个 重要 思想 : “BA 
兰 效 纲领 ”(Langlands Program) 。 很 多 人 认为 朋 兰 效 纲领 是 数学 中 
的 “大 统一 理论 ” (the Grand Unified Theory) 。 人 代数、 几何 、 数 论 、 分 
析 与 量子 物理 等 领域 的 研究 内 容 乍 一 看 似乎 相去 甚 远 ,但 是 朗 兰 效 纲 
领 却 在 这 些 不 同 的 数学 分 文 之 间 建 立 起 生丝 万 缕 的 联系 。 如 采 我 们 把 
这 些 分 文 看 成 数学 这 个 秘密 世界 中 的 一 块 块 大 陆 ， 朗 兰 效 纲领 下 是 功 
能 强大 的 运输 工具 ， 可 以 让 我 们 在 各 个 大 陆 之 间 瞬 时 往返 。 


朗 兰 效 纲领 是 数学 家 罗伯特 :并 兰 效 (Robert Langlands) 于 20 世 纪 
60 年 代 后 期 提出 的 一 个 数学 理论 〈 朗 兰 效 现 在 在 普林斯顿 高 等 研究 院 
工作 ， 他 使 用 的 办 公 室 就 是 当年 爱 因 斯 坦 用 过 的 ) ， 它 本 质 上 是 一 个 
关于 对 称 的 开创 性 数学 理论 ， 而 对 称 理论 的 雏形 则 要 追溯 至 200 年 前 ， 
那 是 一 个 年 仅 20 罗 的 法 国 天 才 在 死亡 决斗 前 夜 完成 的 研究 成 果 。 随 
后 ， 一 个 令 人 膀 目 结 舌 的 发 现 丰 军 了 这 位 天 才 的 研究 成 采 ， 它 不 仅 帮 
助人 们 完成 了 “ 费 马 大 定理 ”(EFermat's Last Theorem) 的 证 明 ， 而 且 颠 
履 了 人 们 对 数字 与 方程 式 的 认 知 。 接 着 ， 人 们 又 有 了 一 个 极为 精辟 的 
洞 见 ， 即 数学 有 自己 的 “ 罗 赛 塔 石碑” (Rosetta Stone) 在 数学 领域 
里 充满 7 了 各 种 神秘 的 类 比 与 隐喻 。 这 些 类 比 仿佛 是 数学 这 片 魔幻 土地 
上 的 一 条 条 小 溪 ， 将 表 兰 效 纲领 分 成 几何 与 量子 物理 两 大 领域 ,使 原 
先 杂 乱 无 章 的 世界 呈现 出 井然 有 序 与 和 谐 统 一 的 特点 。 


告诉 大 家 这 些 内 容 ， 意 在 展示 数学 鲜 为 人 知 的 其 他 方面 ， 包 括 
灵感 、 深 刻 的 思想 和 尺 人 的 发 现 。 数 学 打开 了 一 而 门 ， 证 我 们 了 解 如 
何 打 破 传统 的 壁 垄 ， 如 何在 追求 真理 的 过 程 中 充分 发 挥 想 象 力 。 无 穷 
理论 的 创立 人 格 奥 尔格 : 康 托 尔 (George Cantor) 说 : “数学 的 精 义 在 
于 组 藏 其 中 的 目 由 。” 数 学 教 我 们 大 胆 分 析 现 实 ， 研 究 事实 ， 并 以 事实 
为 指引 义无反顾 地 朝 前 迈进 。 数 学 把 我 们 从 教条 与 偏见 中 解放 出 来 ， 
并 帮助 我 们 培养 创新 突破 的 能 力 。 正 因为 这 些 ， 数 学 才 得 以 代 代 相 
传 ， 延 续 至 今 。 


由 于 数学 中 的 这 些 工 具有 既 可 以 产生 积极 同上 的 结 采 ， 也 可 能 被 用 
于 行凶 作恶 ， 因 此 ， 我 们 必须 认真 考虑 数学 对 现实 世界 的 影响 。 例 
如 ， 全 球 经 济 危 机 之 所 以 爆发 并 造成 严重 危害 ， 在 很 大 程度 上 是 由 于 
在 全 球 金融 市 场 中 普遍 存在 对 数学 模型 使 用 不 当 的 问题 。 很 多 决策 
者 ， 由 于 其 数学 知识 的 信 乏 ， 并 不 能 真正 理解 这 些 数 学 模型 ， 但 是 ， 
在 贫 欲 的 张 使 之 下 ， 他 们 仍然 冒险 使 用 了 这 些 数 学 模型 ， 最 终 导致 整 
个 金融 体系 受到 重创 。 他 们 肆意 利用 信息 的 不 对 称 性 ， 丝 野 不 担心 目 
己 的 谤 言 会 被 截 军 ， 因 为 人 们 一 般 也 不 会 去 了 解 这 些 数 学 模型 的 作用 


原理 。 因 此 ， 如 果 有 更 多 的 人 能 了 解 这 些 数学 模型 与 金融 体系 的 运作 
机 制 ， 也 许 我 们 融 不 会 被 愚弄 那么 长 时 间 了 。 


我 再 举 一 例 。1996 年 ， 美 国政 府 组 织 任命 的 一 个 委员 会 举行 了 一 
次 秘密 碰头 会 ， 修 改 了 消费 者 物价 指数 (CPI) 中 的 一 个 公式 。 消 费 者 
物价 指数 通过 测算 通胀 率 来 确定 税 级 、 社 会 保障 、 医 疗 保 健 及 其 他 与 
公民 生活 指数 挂 钓 的 款项 。 因 为 这 个 公式 被 修改 ， 成 二 上 万 的 美国 公 
民 都 受到 了 影响 ， 但 是 公众 却 几乎 没有 讨论 过 这 个 新 公 式 及 其 造成 的 
后 果 。 最 近 ， 又 有 人 试图 把 这 个 神秘 公式 当 作 美国 经 济 的 后 门 加 以 利 
用 。 


如 果 每 个 人 都 能 熟练 掌握 一 定 的 数学 知识 ， 那 么 这 类 幕后 交易 将 
会 少 得 多 。 数 学 就 等 于 居间 加 上 学 术 诚 信和 再 乘 以 事实 准绳 。 我 们 必须 
通过 数学 来 不 断 推动 社会 进步 ， 促 使 更 多 的 人 掌握 数学 知识 与 数学 工 
具 ， 以 保护 目 喘 的 权益 免 受 少数 当权 者 的 肆意 践踏 。 没 有 数学 ， 整 没 
有 目 由 。 


洲 OK 米 


数学 与 和 艺术、 文学 和 音乐 一 样 ， 是 我 们 文化 遗产 的 一 部 分 。 人 类 
Ree RAPS, Stee nies, Deh Sak 
我 们 在 其 中 所 处 的 位 置 。 我 们 无 法 像 哥 伦 布 (Christopher Columbus) 
那样 再 发 现 一 块 新 大 陆 ， 也 不 可 能 成 为 第 一 个 踏 上 月 球 的 人 ， 这 的 确 
令 人 人 遗憾。 但是， 如果 我 告诉 你 ， 我 们 不 必 越 洋 远 航 ， 也 不 必 飞 越 太 
空 ， 束 能 发 现世 界 奇 观 ， 你 相信 吗 ? 世界 奇观 就 在 我 们 刁 边 ， 与 现实 
交织 在 一 起 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 它 束 埋 藏 在 我 们 内 心 深 人 处。 数学 指引 
着 宇宙 的 运行 ， 隐 藏 在 各 种 形状 与 曲线 背后 ， 掌 探 着 小 到 原子 、 大 到 
一 颗 颗 恒星 的 世间 万 物 。 
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那些 没 接 受过 专业 数学 教育 的 读者 。 如 果 你 觉得 数学 太 难 ， 无 法 理 


解 ; 或 者 如 果 你 害 人 数学， 同时 又 和 硕 望 了 解数 学 是 否 值得 你 为 之 努 
力 ， 那 么 ， 本 书 非 党 适合 你 。 


人 们 常 肖 以 为 ， 只 有 经 过 多 年 冰冰 钻研 ， 才 能 认识 到 数学 的 全 首 
价值 。 这 显然 是 错误 的 。 有 些 人 甚至 认为 ， 大 多 数 人 天 生 就 学 不 会 净 
学 。 我 并 不 鞠 成 这 个 观点 。 我 们 中 的 大 多 数 人 即使 没有 学 过 物理 学 和 
生物 学 的 相关 课程 ， 却 也 听 说 过 太阳 系 、 原 子 及 基本 粒子 、DNA (fit 
氧 核糖 核酸 ) 双 螺 旋 结 构 等 概念 ， 甚 至 还 对 这 些 概念 的 舍 义 有 初步 的 
了 解 。 人 们 很 目 然 地 认为 这 些 复杂 的 概念 十 我 们 文化 的 一 部 分 ， 也 束 
征 我 们 集体 意识 的 一 部 分 。 同 样 ， 如 采 对 数学 中 的 重要 概念 与 思想 解 
释 得 当 ， 那 么 ， 大 家 无 须 耗 费 几 年 的 时 间 圣 否 学 习 数 学 ， 也 能 顺利 掌 
握 这 些 概念 与 思想 。 在 很 多 情况 下 ， 我 们 可 以 略 过 和 烦琐 的 中 间 步 又 ， 
直 奔 主题 。 


问题 在 于 ， 几 乎 每 个 人 都 在 谈论 星球 、 原 子 和 DNA 等 内 容 ， 但 可 
能 没有 人 会 告诉 你 现代 数学 中 的 某 些 概念 有 多 么 引人入胜 。 比 如 ， 现 
代数 学 中 有 对 称 群 ， 也 有 告诉 你 2 加 2 不 一 定 等 于 4 的 新 型 数字 系统 ， 还 
有 “ 歼 曼 曲面 ” (Riemann Surface) 等 美丽 动人 的 几何 图 形 。 人 们 在 介 
绍 数学 的 时 候 ， 就 像 指 着 一 只 小 猫 对 你 说 老虎 就 是 这 个 样子 的 。 但 
是 ， 老 虎 与 猫 根本 不 是 一 回 事 儿 。 我 要 在 书 中 向 大 家 展现 数学 美妙 绝 
伦 的 一 面 ， 用 威廉 -布莱克 时 的 话说 ， 就 是 要 让 大 家 领略 到 “对 称 中 令 
人 震撼 的 美 ”。 


大 家 不 要 误解 ， 我 并 不 是 说 阅读 本 书 就 能 让 你 成 为 一 名 专业 的 数 
学 研究 人 员 。 而 且 ， 我 也 不 提倡 全 民 学 数学 。 我 们 可 以 这 样 想 ， 在 学 
会 一 两 个 和 弦 之 后 ， 我 们 区 ® 可 以 用 吉他 弹 奏 好 几 首 歌 了 。 你 不 会 因此 
成 为 世界 上 最 优秀 的 吉他 手 ， 但 你 的 生活 却 变 得 更 加 丰富 多 彩 了 。 我 
在 本 书 中 教 给 大 家 的 就 古 现代 数学 中 的 “和 弦 ”。 我 保证 ， 当 你 学 会 这 
些 你 以 前 没有 接触 过 的 和弦? 之 后 ， 你 的 生活 肯定 会 变 得 更 加 丰富 多 


彩 。 


我 的 一 位 老师 伊 斯 雷 尔 . 盖 尔 范 德 (Israel Gelfand) 经 常 说 : “人们 
觉得 他 们 无 法 理解 数学 ， 其 实 关 键 在 于 你 是 怎么 癌 他 们 解释 数学 知识 
的 。 如 果 你 问 一 位 醉 汉 : 2/3 和 3/5 哪 个 大 ? 他 肯定 答 不 上 来 。 但 是 ， 如 
果 你 换 一 种 问 法 : 三 个 人 分 两 瓶 伏特 加 ， 和 五 个 人 分 三 瓶 伏 特 加 ， 哪 
一 种 方案 更 好 ? 他 会 训 不 犹 驳 地 告诉 你 : 当然 是 三 个 人 分 两 瓶 伏特 加 
更 好 。” 


我 的 目标 吕 生 用 大 家 易于 理解 的 语言 问 大 家 解释 数学 这 | 门 学 科 。 


我 还 会 穿插 介绍 我 在 苏联 的 成 长 经 历 。 由 于 苏联 特殊 的 政治 政 
策 ， 我 无 法 进入 更 斯 科大 学 学 习 ， 数 学 研究 的 大 门 在 我 面前 “ 侠 ” 的 一 
声 天 上 了 。 但 是 ， 我 没有 因此 放弃 学 习 数 学 。 我 偷偷 溜 进 莫斯科 大 学 
听课 ， 我 还 找 了 一 些 数学 方面 的 书籍 阅读 ， 有 时 甚至 会 读 到 深夜 。 只 
要 有 爱 ， 还 有 什么 可 以 阻止 你 呢 ? 


随后 ， 两 位 杰出 的 数学 家 接纳 了 我 ， 他 们 成 为 我 的 导师 。 在 他 们 
的 指引 下 ， 我 开始 了 数学 研究 工作 。 当 时 ， 我 还 是 一 名 大 学 生 ， 但 是 
我 已 经 在 不 懈 地 探索 未 知 领 域 了 。 这 是 我 一 生 中 最 难 起 的 一 段 时 光 ， 
尽管 当时 的 政策 不 允许 我 在 毕业 后 继续 从 事 数 学 研究 工作 。 


然而 ， 奇 迹 出 现 了 。 我 将 目 己 完成 的 几 篇 数学 论文 偷偷 地 寄 到 了 
国外 ， 结 果 引 起 了 学 术 圈 的 关注， 我 在 21 岁 时 收 到 了 赴 哈 佛 大 学 担任 
客座 教授 的 邀请 。 因 此 ， 我 变 成 了 一 个 没有 博士 学 位 的 哈佛 教授 。 随 
后 ， 我 继续 在 学 术 征 程 上 前 进 ， 开 始 研 究 表 兰 效 纲领 。 在 过 去 20 年 
里 ， 我 参与 的 一 些 朗 兰 北 纲领 的 研究 活动 取得 了 重大 突破 。 在 本 书 
中 ， 我 将 摘 述 态 出 数学 家 们 的 显著 成 果 以 及 一 些 逸 事 。 


洲 米 OK 


本 书 的 另 一 个 主题 定 爱 。 有 一 次 ， 我 发 挥 了 数学 家 的 想象 力 ， 发 
现 了 “ 爱 的 公式 ”。 后 来 我 受到 这 个 爱 的 公式 的 局 发 ， 拍 摄 了 一 部 电影 


一 -《 爱 与 数学 之 祭 》 (Rites of Love and Math， 我 将 在 本 书 的 后 续 章 
中 做 详细 介绍 ) 。 每 次 我 播放 这 部 电影 时 ， 总 有 人 问 我 :“ 真 的 有 爱 
AZ? ” 


我 回答 道 : “我 们 发 现 的 所 有 公式 都 是 爱 的 公式 。” 数 学 不 断 为 我 
们 页 献 永恒 而 深奥 的 知识 ， 直 接触 及 所 有 事物 的 本 质 ， 跨 越 文化 、 大 
陆 与 历史 的 障碍 ， 将 我 们 所 有 人 联系 在 一 起 。 我 的 梦想 是 让 所 有 人 都 
能 看 到 这 些 数学 思想 、 公 式 和 方程 式 中 强 售 的 美 ， 都 能 体会 其 价值 ， 
并 为 之 惊叹 不 已 。 这 样 ， 我 们 对 世界 的 爱 、 我 们 彼此 之 间 的 爱 ， 都 将 
I > AAD 


1。 威廉 布莱克 (William Blake) ， 英 国 第 一 位 重要 的 浪漫 主义 诗人 、 版 画家 ， 英 国 
文学 史上 最 重要 的 伟大 诗人 之 一 ， 虔 诚 的 基督 教徒 。 主 要 诗作 有 诗集 《纯真 之 歌 》 《经 
验 之 歌 》 等 。 早 期 作品 简洁 明快 ， 中 后 期 作品 趋向 玄妙 深沉 ， 充 满 神秘 色彩 。 
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在 撰写 本 书 时 ， 我 尽量 使 用 最 基本 、 最 直观 的 方式 来 解释 每 一 个 
数学 概念 。 不 过 ， 我 发 现 本 书 的 某 些 章节 涉及 的 数学 知识 比较 深奥 
(尤其 是 第 8 章 、 第 14 章 、 第 15 章 和 第 17 章 的 部 分 内 容 ) 。 如 果 大 家 在 
第 一 次 阅读 时 觉得 本 书 的 某 些 内 容 难以 理解 或 者 十 分 烦 珊 ， 完 全 可 以 
跳 过 这 些 内 容 (我 也 经 常 以 这 样 的 方式 阅读 ) 。 在 读 完 第 一 遍 、 掌 握 
了 一 些 新 知识 之 后 ， 再 回 过 头 来 阅读 这 些 部 分 ， 你 可 能 会 觉得 理解 起 
来 要 容易 一 些 。 而 且 ， 跳 过 这 些 部 分 并 不 影响 你 对 后 续 内 容 的 理解 。 


也 许 我 更 应 该 提醒 大 家 的 是 ， 某 些 内 容 一 时 看 不 疏 其 实 无 伤 大 
雅 。 我 在 从 事 数 学 研究 时 ， 有 90% 的 时 间 会 有 不 其 明白 的 感觉 ， 所 
以 ， 不 必 紧 张 ， 欢 迎 来 到 我 的 世界 。 困 惑 (有 了 时 甚至 是 挫败 感 ) 是 数 
学 研究 的 一 个 必 不 可 少 的 组 成 部 分 。 不 过 ， 我 们 要 看 到 积极 的 一 面 : 
如 果 生 活 中 的 一 切 都 无 须 费 力 便 可 理解 ， 那 样 的 生活 将 会 多 么 无 聊 ! 
数学 人 研究 之 所 以 如 此 令 人 兴奋 ， 其 原因 就 在 于 我 们 淘 望 解 开 这 种 困 
惑 。 我 们 希望 理解 目 己 所 研究 的 内 容 ， 硕 望 能 够 揭 开 数学 神秘 的 面 
纱 。 在 真正 理解 之 后 ， 我 们 内 心 深 处 会 充满 成 功 的 喜悦 ， 此 时 ， 你 会 
觉得 你 所 付出 的 一 切 都 很 值得 。 


在 本 书 当 中 ， 我 关注 的 是 广阔 的 图 景 和 不 同 概念 及 不 同 数学 分 文 
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我 尽量 减少 使 用 公式 ， 只 要 有 可 能 ， 我 都 选择 用 语言 来 解释 。 关 
于 书 中 出 现 的 那儿 个 公式 ， 大 家 在 阅读 时 也 可 以 跳 过 不 读 。 

天 于 数学 术语 ， 我 需要 提醒 大 家 注意 一 个 问题 。 在 把 写本 书 时 ， 
我 惊讶 地 发 现 ， 在 数学 学 科 中 使 用 的 某 些 特定 表达 ， 寿 在 其 他 情况 下 


使 用 ， 有 可 能 意思 完全 不 同 。 例 如 ， 数 学 中 使 用 的 “对 
以 ” (corresponding ) 、“ 表 示 ” (representation) 、“ 结 
合 ” (composition) » “Ml” (loop) 、“ 流 形 ”(manifold) 、“ 理 
论 ” (theory) 等 术语 就 与 其 在 日 常 语 境 中 的 意义 不 同 。 只 要 有 这 种 情 
况 出 现 ， 我 都 会 做 出 解释 。 此 外 ， 只 要 有 可 能 ， 我 都 会 用 意义 明晰 的 
数学 术语 来 奉 代 意义 模 灶 的 术语 ， 例 如 ， 我 用 * 关 兰 效 关系 ”代替 了 “有明 
兰 效 对 应 ”。 


大 家 可 以 登录 我 的 个 人 网 页 http://edwardfrenkel.com， 查 阅 我 更 新 
的 信息 及 上 传 的 阅读 辅助 材料 。 
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神秘 的 怪兽 


怎样 才能 成 为 一 个 数学 研究 者 呢 ? 我 觉得 方法 多 种 多 样 ， 下 面 我 
束 与 大 家 分 译 一 下 我 的 经 历 。 


其 实 ， 在 上 学 时 我 讨厌 数学 ， 这 个 情况 可 能 出 乎 你 的 意料 。“ 讨 
大 ”这 个 说 法 也 许 有 点 儿 奔 张 ， 但 至 少 当时 我 不 喜欢 数学 。 在 我 看 来 ， 
数学 太 梧 燥 了 ， 虽 然 学 数学 对 我 而 言 并 不 难 ， 不 过 我 真 的 不 明日 为 什 
么 要 学 数学 。 在 课堂 上 学 习 的 那些 东西 似乎 又 无 意义 ， 也 看 不 出 有 什 
么 实际 用 途 。 而 且 ， 我 还 以 为 学 校 教 给 我 们 的 这 些 束 是 数学 的 全 部 内 
容 了 。 我 真正 感 兴趣 的 学 科 是 物理 ， 特 别 是 量子 物理 。 只 要 有 机 会 ， 
我 束 会 如 饥 似 淘 地 阅读 物理 方面 的 科普 读物 。 我 是 在 俄罗斯 长 大 的 ， 
在 俄罗斯 找到 这 类 书 并 不 太 难 。 


量子 世界 真是 让 我 心旷神怡 ! 目 证 以 来 ， 科 学 家 和 哲学 家 吏 有 一 
个 梦想 ， 硕 望 能 摘 述 宇宙 的 本 质 。 有 人 甚至 还 提出 假说 ， 猜 测 所 有 物 
质 都 定 由 一 种 叫 作 原 子 的 微小 成 分 构成 的 。20 世 纪 初 ， 人 们 证 明 原 子 
确实 存在 。 但 几乎 在 同一 时 间 ， 科 学 家 发 现 ， 每 个 原子 还 可 以 再 分 
解 。 原 来 ， 原 子 都 是 由 位 于 其 中 心 的 原子 核 和 围绕 原子 核 旋转 的 电子 
构成 的 ， 而 原子 核 又 是 由 质子 和 中 子 构成 的 。 这 种 结构 可 以 用 下 面 这 
幅 图 来 表示 : 


碳 原 子 Or 


那么 ， 质 子 、 中 子 和 电子 又 是 由 什么 构成 的 ? 结果 ， 我 在 那些 科 
普 读物 中 找到 了 答案 ， 它 们 都 是 由 “夸克 ” (quark) 这 种 基本 粒子 构成 
的 。 


我 非常 喜欢 “夸克 ”这 个 名 字 ， 特 别 是 这 个 名 字 的 由 来 。 首 先 提出 
这 个 概念 的 物理 学 家 默 里 . 盖 尔 曼 (Murray Gell-Mann) 是 从 詹姆斯 : 乔 
伊 斯 (James Joyce) 的 小 说 《 芬 尼 根 的 守 灵 夜 》 (Finnegans Wake ) 
中 借用 了 这 个 名 字 。 在 那 部 小 说 里 ， 有 这 样 一 首 模仿 诗 : 


冲 号 克 先 生 叫 三 声 硅 元! 
他 肯定 没有 从 叫喊 声 中 听 到 什么 ， 


因为 他 听 到 的 都 是 晕 不 相干 的 内 容 。 


一 位 物理 学 家 在 考虑 为 一 种 粒子 命名 时 ， 竟 然 从 小 说 中 寻找 灵 
感 ， 而 且 还 是 《分 尼 根 的 守 灵 夜 》 这 样 一 部 异常 复杂 的 巨著 。 我 觉得 
这 实在 是 太 特 别 了 。 当 时 ， 我 大 约 13 岁 。 在 我 看 来 ， 科 学 家 都 是 不 说 
世事 的 怪物 。 他 们 离 群 索 大 ， 埋 头 钻研 ， 对 诸如 人 文艺 术 等 生活 的 其 
他 方面 没有 丝毫 兴趣 。 而 我 的 生活 却 不 是 这 样 。 我 有 很 多 朋友 ， 我 喜 
欢 阅读 ， 我 不 仅 对 目 然 科学 感 兴趣 ， 还 有 很 多 其 他 爱好 。 我 爱 踢 足 
球 ， 经 常 跟 朋 友 们 在 球场 上 纵情 奔跑 ， 一 跑 束 是 好 几 个 小 时 。 在 我 
为 “ 硅 克 ”着 迷 的 同时 ， 我 还 第 一 次 感受 到 了 印象 派 绘画 的 魅力 (ACHR 
的 藏书 中 有 一 本 介绍 印象 派 的 大 部 涉 ， 它 为 我 打开 了 这 届 迷 人 的 窗 
户 ) ， 甚 至 还 拿 起 画笔 亲自 党 试 了 一 番 。 正 是 因为 我 的 爱好 很 多 ， 所 
以 此 前 我 一 直 怀 疑 目 己 可 能 并 不 适合 成 为 一 名 科学 家 。 然 而 ， 当 看 到 
蔓 尔 曼 这 位 伟大 的 物理 学 家 、 详 贝尔 奖 得 主 ， 况 然 也 兴趣 广泛 (不仅 
对 文学 ， 还 对 语言 学 、 建 筑 等 领域 感 兴趣 ) ， 我 非常 开心 。 


次 尔 受 认 为 ， 雁 元 有 两 种 不 同类 型 ， 即 * 上 夸克”(up， 下 图 中 表 
示 为 uj) A RoE” (down, FARRAR Ad) 。 如 果 两 种 类 型 的 奔 克 
以 不 同 的 比例 混合 在 一 起 ， 其 构成 的 中 子 和 质子 惑 具 有 不 同 的 特性 。 
如 下 图 所 示 ， 中 子 由 两 个 下 礁 殴 和 一 个 上 徐 克 构成 ， 而 质子 则 由 两 个 
上 和 索 元 和 一 个 下 夸克 构成 。 
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中 子 质子 


这 个 理论 猜测 质子 与 中 子 并 非 一 个 个 不 可 见 的 粒子 ， 而 古 由 更 小 
的 块 状 结构 堆砌 而 成 的 。 理 论 本 身 昌 然 没 有 一 点 儿 售 糊 之 处 ， 但 是 物 
理学 家 是 如 何 促使 这 一 理论 形成 的 ， 人 们 却 并 不 清楚 。 


事情 的 缘起 要 追溯 到 20 世 纪 50 年 代 末 。 当 时 ， 人 们 发 现 了 大 量 明 
显 是 基础 粒子 的 强 子 。 中 子 与 质子 都 是 强 了 于 ， 它 们 作为 构成 物质 的 “ 态 
石 ”， 在 日 常生 活 中 目 然 起 到 了 非常 重要 的 作用 。 至 于 其 他 强 子 ， 却 没 
有 人 清楚 其 存在 的 意义 。 (一 re ead “是 谁 为 这 些 强 子 分 类 排 
序 的 呢 ? ”) 强 子 的 种 类 非常 多 ,就 连 沃 尔 夫 冈 : 泡 利 (Wolfgang 
Pauli) eee one gees K 说 ， 物 理学 都 要 变 成 植物 
学 了 。 为 了 探寻 强 子 发 生变 化 的 基本 原理 ， 解 释 强 子 状 狂 多 变 的 根本 
原因 ， 物 理学 家 们 迫切 地 需要 掌控 住 这 些 强 子 。 


盖 尔 曼 与 尤 瓦 勒 .内 埃 曼 (Yuval Na’eman) 各 自 提 出 了 一 种 新 颖 的 
类 方案 。 在 他 们 的 方案 中 ， 和 目 然 地 分 裂 成 更 小 
J 每 个 族 系 由 8 个 或 10 个 粒子 构成 ， 分 别称 作 * 八 重 态 ”和 “十 重 

。 在 这 些 族 系 中 ， 所 有 的 粒子 都 具有 相似 的 属性 ° 


ear 


在 我 当时 阅读 的 那些 科普 读物 中 ， 阁 者 用 下 图 来 表示 八重 仿 的 结 
构 : 


在 这 幅 图 中 ， 质 了 于 被 记 作 p， 中 子 被 记 作 n， 男 外 还 有 6 个 粒子 ， 它 
们 各 有 一 个 奇怪 的 名 字 ， 都 用 布 腊 字 母 表示 。 


为 什么 每 个 族 系 中 的 粒子 数目 都 是 8 个 或 10 个 ， 而 不 是 7 个 或 11 个 
WE? 我 在 那些 书 里 没有 找到 统一 的 合乎 逻辑 的 解释 。 虽 然 书 中 都 提 到 
一 个 由 盖 尔 曼 提 出 的 神秘 理论 ， 名 为 “八重 道 ”( 暗 指 佛教 中 的 “ 八 正 
道 ”) ， 但 却 根本 没有 解释 该 理论 到 底 讲 的 是 什么 。 


由 于 缺少 解释 ， 我 反而 被 激 起 了 更 强 的 好 奇 心 。 该 理论 的 关键 部 
分 到 的 是 什么 不 得 而 知 ， 因 此 ， 我 布 望 解 开 这 个 访 ， 但 却 无 从 下 手 。 


幸运 的 是 ， 我 家 人 的 一 位 朋友 伟 出 了 援助 之 手 。 我 是 在 一 个 名 叫 
科 诺 姆 纳 的 工业 小 镇 长 大 的 。 小 镇 有 15 万 人 口 ， 离 莫斯科 大 约 70 英 里 
( 约 为 112.654 公 里 ) ， 乘 火车 大 约 需要 两 个 小 时 。 我 的 父母 是 工程 
师 ， 在 一 家 制造 重型 机 械 的 大 企业 工作 。 科 诺 姆 纳 位 于 两 条 河流 的 交 
汇 处 ， 是 一 座 古 老 的 小 镇 ， 建 于 1177 年 ， 比 莫斯科 的 建成 仅 晚 了 30 
年 。 科 诺 姆 纳 现在 仍 有 几 座 保存 完好 的 教堂 ， 与 旧 城 墙 一 起 ， 见 证 了 
小 镇 的 历史 。 但 是 ， 这 个 小 镇 谈 不 上 教育 与 学 术 中 心 ， 只 有 一 所 规模 
不 大 的 大 学 ， 为 当地 学 校 培养 老师 。 但 是 ， 这 所 大 学 里 有 一 位 名 叫 叶 
夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 -彼得 罗 夫 (Evgeny Evgenievich Petrov) 的 教 
授 ， 他 是 我 父母 的 好 朋友 。 一 天 ， 我 母亲 在 街 上 遇 到 了 这 位 教授 。 因 
为 很 长 时 间 没 见面 ， 他 们 就 交谈 起 来 。 母 亲 喜 欢 与 她 的 朋友 谈论 我 的 
事情 ， 当 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 听 说 我 对 科学 感 兴 趣 时 ， 他 
说 : “我 得 见 见 他 ， 我 想 让 他 把 兴趣 转 到 数学 上 来 。” 


“ 哦 ， 不 行 啊 ，” 母 亲 说 ,“ 他 觉得 数学 很 枯燥 ， 所 以 不 喜欢 数学 。 
他 希望 学 习 量 子 物理 。>” 


“不 用 着 急 ，” 教 授 说 , “我 有 办 法 让 他 改变 主意 。” 


于 是 ， 他 们 就 安排 了 我 们 的 见面 。 虽 然 我 对 这 次 见面 并 不 古 非 常 
热心 ， 但 我 还 是 去 了 他 的 办 公 室 ， 见 到 了 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 。 


那 时 候 ， 我 快 满 15 安 了 ， 正 在 读 九 年 级 ， 即 将 升 入 高 中 。 (我 跳 
过 一 级 ， 比 同班 同学 小 一 岁 。) 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 当时 40 岁 出 
头 ， 非 常 友好 ， 也 没什么 架子 。 他 戴 着 一 副 有 眼镜 ， 满 脸 胡 在 儿 ， 与 我 
心中 的 数学 家 形象 没什么 两 样 。 但 是 ， 他 的 眼睛 很 大 ， 看 人 时 目光 锐 
利 ， 仿 佛 他 对 周围 所 有 的 事物 都 充满 了 好 奇 心 ， 这 让 我 觉得 他 磊 有 儿 
分 魅力 。 


事后 看 来 ， 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 确实 有 好 办 法 ， 可 以 让 我 把 
兴趣 转移 到 数学 上 。 我 一 进 他 的 办 公 室 ， 他 就 问 我 :“ 我 昕 说 你 喜欢 量 


子 物理 ， 对 吗 ? 那 你 听 说 过 盖 尔 曼 的 八重 道 与 夸克 模型 吗 ? 
“是 的 ， 我 在 几 本 科普 读物 中 读 到 过 。” 


“但 是 你 知道 他 建立 这 个 模型 的 基础 是 什么 吗 ? TK EE 
到 这 些 的 呢 ? ” 


ed 
你 听 说 过 SU(3) 群 吗 ? ” 
SULA? 


“QUARK RAE SUB), (RZ A BEES ro?” 


彼得 罗 夫 教授 从 书架 上 取 下 几 本 书 ， 打 开 后 ， 让 我 浏览 了 几 页 。 
上 面 满 是 各 种 各 样 的 公式 ， 我 看 到 了 熟悉 的 八重 人 态 图 ， 整 像 前 文 提 到 
的 那 幅 图 一 样 。 但 是 ， 这 些 图 中 并 不 只 有 一 个 个 河 腕 的 图 形 ， 劳 边 似 
乎 还 有 合乎 逻辑 的 详细 解释 。 


里 然 这 些 公 式 让 我 有 点 儿 摸 不 着 头脑 ， 但 是 我 立刻 明日 过 来 ， 这 
HOSA i ee BE FRA SIS? 这 一 刻 ， 我 看 着 这 些 公 
式 ， 听 着 教 授 的 话 ， 仿 佛 被 催眠 了 一 样 。 我 的 心中 突然 产生 了 一 种 前 
所 未 有 的 尾 动 。 这 种 感觉 无 法 用 语言 形容 ， 但 是 我 能 感觉 到 那 股 冲击 
力 ， 束 像 听 到 一 段 让 人 无 法 起 却 的 美妙 首 乐 、 看 到 一 幅 空 前 绝 后 的 画 
作 时 那样 激动 。 我 彻 拼 被 征服 了 ， 心 里 不 蔡 惊 叹 一 声 ， 哇 ! 


“你 可 能 以 为 学 校 教 的 那些 东西 束 古 数学 吧 ? ” 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 播 
了 摇头 ， 他 指 着 书 中 的 公式 说 , “你 错 了 ， 这 些 才 是 数学 。 如 有 果 你 真 的 
想 要 了 解 量子 物理 ， 台 应 该 从 这 里 开始 。 副 尔 曼 用 美妙 的 数学 理论 证 
明了 伟 克 的 存在 ， 事 实 上 它 应 当 是 数学 领域 的 一 个 发 现 。” 


“但 是 我 怎么 才能 学 会 这 些 东西 呢 ? ” 
这 些 公式 之 类 的 东西 看 上 去 深奥 得 吓人 。 


“ 别 着 急 ， 你 首先 要 学 习 ' 对 称 群 的 概念 。 对 称 群 非常 重要 ， 理 论 
物理 与 数学 的 大 部 分 内 容 都 建立 在 对 称 群 的 基础 之 上 。 我 希望 你 能 读 
一 读 这 几 本 书 ， 你 现在 束 可 以 开始 阅读 ， 明 到 不 懂 的 地 方 ， 做 个 标 
记 。 我 们 每 周 在 这 里 见面 ， 讨 论 你 读 过 的 内 容 。” 


他 递 给 我 儿 本 书 。 其 中 一 本 介绍 了 对 称 群 ， 另 外 几 本 涉及 不 同 的 
内 容 ， 包 括 p 进 数 〈 与 我 们 习惯 的 数字 体系 截然 不 同 的 一 套数 字 ) 与 拓 
扑 学 《几何 图 形 最 基本 特征 的 研究 ) 。 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 的 眼光 极为 精 
准 ， 他 挑选 的 这 几 本 书 ， 可 以 帮助 我 从 不 同 侧面 去 了 解数 学 这 头 神秘 
的 怪兽 ， 并 对 它 产 生 深 厚 的 兴趣 。 


我 们 在 学 校 学 过 二 次 方程 式 ， 也 学 过 一 点 儿 微 积分 知识 ， 还 学 过 
欧 几 里 得 几何 学 的 基础 知识 和 三 角 学 。 我 一 直 以 为 ， 数 学 的 核心 内 容 
无 非 束 是 这 些 ， 可 能 有 一 些 更 加 复杂 的 难题 ， 但 都 不 会 跳出 我 熟悉 的 
这 个 总 体 框架 。 但 是 ， 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 给 我 的 这 几 本 书 ， 却 让 我 完 探 
到 一 个 截然 不 同 的 数学 世界 ， 一 个 完全 超 乎 我 想象 的 数学 世界 。 


我 的 兴趣 几乎 瞬间 束 被 转移 到 数学 上 了 。 
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对 称 的 奥秘 


大 多 数 人 认为 ， 数 学 研究 的 融 是 数字 ， 从 事 数 学 癸 究 的 人 整 天 都 
在 处 理 一 些 大 数字 ， 甚 至 是 一 些 超级 大 的 数字 ， 而 且 所 有 数字 都 会 有 
稀奇 古怪 的 名 称 。 人 至 少 在 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 向 我 介绍 现代 数学 的 那些 概 
念 和 想法 之 前 ， 我 也 是 这 样 以 为 的 。 事 实 上 ， 在 那些 概念 与 想法 中 ， 
就 藏 有 一 把 帮助 人 们 打开 夸克 理论 大 门 的 钥匙 一 一 对 称 (symmetry) 
概念 。 


图 片 来 源 : K.G. 利 布雷 希 特 〈K. G. Libbrecht) 


对 称 和 是 什么 ? 我 们 每 个 人 对 这 个 概念 都 有 一 个 直观 的 理解 ， 看 到 
某 个 图 形 就 可 以 知道 它 是 否 对 称 。 当 我 要 求人 们 给 出 一 个 对 称 物体 的 
例子 时 ， 他 们 总 以 蝴蝶 、 雪 人 花 为 例 ， 或 者 认为 人 体 束 是 对 称 的 。 


但 是 ， 当 我 问 他 们 在 什么 情况 下 我 们 会 说 一 个 物体 是 对 称 的 时 
fe, MIMS AE 


对 于 这 个 问题 ,， 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 是 这 样 给 我 解释 的 。“ 让 我 们 来 看 
AIRE, WKAR, hisses BAKA le, “BE 
Tae IIT PRE? ” 


“当然 是 圆 果 ， 这 不 是 显而易见 的 吗 ?” 


“为 什么 ? RS MEANS EMD WY MEA ES 
WY, RE EBA TK ° EE, RA TR A, ei 
1 LAV ESR ce ETRE ©” 


看 到 我 一 验 迷 惑 的 样子 ， 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 给 了 我 一 点 儿 提 示 : “如 
果 说 圆 时 更 加 对 称 ， 那 是 因为 圆 昌 具有 哪些 属性 呢 ? ” 

我 思索 了 一 会 儿 ， 然 后 回答 道 : “对 称 的 物体 ， 即 使 我 们 转动 它 ， 
它 的 形状 和 位 置 也 会 保持 不 变 。 我 想 对 称 性 应 该 与 这 个 特点 有 关系 。” 

叶 夫 根 尼 耶 维 奇 点 了 点 头 。 

“的 确 如 此 。 我 们 来 研究 一 下 ， 在 发 生 哪 些 转动 时 ， 这 两 张 扣 子 会 
保持 形状 与 位 置 不 变 。? 他 说 ,“ 对 于 圆 棵 而 言 .…….” 


我 打 断 了 他 的 话 ， 说 道 : “RISER DR, TIRE Aner, RPMS 
处 于 其 先前 所 在 的 位 置 。 但 是 ， 如 果 我 们 随意 旋转 方 桌 ， 一 般 都 会 改 
变 桌子 的 位 置 。 只 有 当 方 桌 旋转 90 度 或 者 90 度 的 倍数 时 ， 其 位 置 才 不 


“说 得 对 极 了 ! 如 有 果 你 离开 我 的 办 公 室 一 会 儿 ， 我 转动 圆 果 ， 无 论 
我 怎么 转 ， 你 回来 后 都 不 会 发 现 它 有 什么 异样 。 但 如 采 转 动 了 方 果 ， 
你 束 会 发 现 它 有 变化 ， 除 非 我 让 方 梨 转动 90 度 、180 度 或 者 270 度 。” 


圆桌 转动 任意 角度 ， 其 位 置 都 不 会 发 生 改 变 ， 但 是 转动 方 桌 时 ， 如 果 转动 的 角度 不 是 90 度 的 
倍数 ， 方 桌 的 位 置 就 会 发 生变 化 (本 图 是 表现 两 张 桌子 转动 情况 的 俯视 图 ) 
他 接着 说 道 : “这 样 的 变化 叫 作 对 称 操作 。 方 案 只 有 4 种 对 称 操 
作 ， 而 圆桌 的 对 称 操作 数量 却 要 多 得 多 一 事实 上 ， 贺 时 有 无 数 种 对 
称 操 作 。 因 此 ， 我 们 会 说 圆桌 更 加 对 称 。” 


这 样 的 解释 很 有 道理 。 


“这 些 都 是 非常 直接 的 观察 ，” 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 接着 说 , “即使 你 从 
事 的 工作 不 是 数学 全 究 ， 你 也 会 知道 这 些 。 但 是 ， 如 采 你 是 从 事 数 学 
研究 的 专业 人 十 ， 你 天 会 问 另 一 个 问题 : 对 于 给 定 物体 的 对 称 操作 都 
有 哪些 ? ” 


我 们 来 看 看 方 桌 的 情况 。 方 桌 的 对 称 操作 有 4 种 : 围绕 桌子 的 中 心 
点 ， 按 逆 时 针 方向 旋转 90 度 、180 度 、270 度 或 360 度 。 数 学 研究 者 认 
为 ， 方 桌 的 对 称 集合 中 包含 4 个 元 素 ， 分 别 对 应 90 度 、180 度 、270 度 和 
360 度 的 角 。 我 们 把 它们 标记 为 桌子 的 四 角 ， 每 次 旋转 都 会 把 一 个 固定 
的 桌 角 〈 下 页 图 中 带 有 球形 标记 的 桌 角 ) 转动 到 另 一 个 桌 角 所 在 的 位 
Ho 


在 这 4 种 旋转 操作 中 ， 有 一 种 比较 特别 。 把 方 桌 旋 转 360 度 与 旋转 0 
度 的 效果 一 样 ， 也 就 是 说 ， 旋 转 360 度 跟 没 有 旋转 一 样 。 的 确 ， 桌 子 上 
的 每 一 个 点 的 位 置 ， 都 与 其 旋转 之 前 的 位 置 相 同 。 这 样 的 旋转 是 一 种 
特殊 的 对 称 操 作 ， 对 物体 本 号 没有 促成 任何 实质 性 的 变化 ， 我 们 把 它 
称 作 “ 恒 等 对 称 ”(identical symmetry) 或 “ 恒 等 元 ”(identity) 。 
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注意 ， 当 物体 旋转 角度 超过 360 度 时 ， 其 效果 会 与 旋转 角度 为 0 度 
至 360 度 之 间 的 某 次 操作 效果 相同 。 例 如 ， 旋 转 450 度 的 效果 与 旋转 90 
度 的 效果 相同 ， 因 为 450=360+90。 因 此 ， 我 们 只 考虑 0 度 至 360 度 之 间 
的 旋转 操作 。 


下 面 的 观察 非常 重要 : 如 采 我 们 依次 完成 {90 度 ，180 度 ，270 度 ， 
360 度 } 集 合 中 的 两 种 旋转 操作 ， 其 效果 与 该 集合 中 的 另外 一 种 旋转 的 


效果 相同 。 我 们 把 后 一 种 对 称 操作 称 作 前 两 种 对 称 操作 的 结合 。 


显而易见 的 是 ， 这 两 种 对 称 都 能 保证 桌子 位 置 不 发 生变 化 。 
此 ， 它 们 结合 后 也 会 保证 桌子 位 置 不 发 生变 化 ， 所 以 ， 这 构成 了 一 种 
对 称 操 作 。 例 如 ， 如 果 我 们 把 桌子 旋转 90 度 ， 再 旋转 180 度 ， 最 终结 
则 是 旋转 270 度 。 


我 们 看 看 架子 经 过 这 些 对 称 操作 后 会 产生 什么 结果 。 按 逆 时 针 方 
向 旋转 90 度 之 后 ， 右 侧 桌 角 (第 16 页 图 中 有 球形 标记 的 桌 角 ) 会 移动 
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再 举 一 例 : 


90 度 +270 度 =0 度 


先 旋转 90 度 ， 再 同方 向 旋转 270 度 ， 则 一 共 旋 转 了 360 度 。 上 文 讨 
论 过 ， 旋 转 360 度 的 结果 与 旋转 0 度 的 结果 一 样 ， 这 殊 叫 作 “ 恒 等 对 称 操 
作 ”。 


换 句 话说 ， 第 二 次 的 270 度 旋转 消除 了 第 一 次 的 90 度 旋转 的 结 采 。 
这 其 实 是 一 种 重要 特性 : 所 有 对 称 操作 的 结果 都 可 以 被 消除 。 也 殊 古 
说 ， 对 于 任意 对 称 操作 S， 总 是 存在 为 一 个 对 称 操作 5S'， 两 者 组 合 后 形 
成 恒 等 对 称 操作 。 因 此 ，5S' 被 称 作 S 的 “ 反 演 对 称 ”。 我 们 发 现 ，270 度 
旋转 是 90 度 旋转 的 反 演 。 同 理 ，180 度 旋转 的 反 演 操作 是 其 本 身 。 


现在 ， 我 们 可 以 看 出 ， 看 似 非常 简单 的 方 桌 对 称 操作 集合 一 一 {90 
度 ，180 度 ，270 度 ，360 度 }， 其 内 部 结构 特点 ， 即 集合 中 各 元 素 相互 
作用 的 规则 ， 实 际 上 比较 复杂 。 


首先 ， 我 们 可 以 将 任意 两 种 对 称 操作 结合 ( 即 依次 完成 这 两 种 操 
作 ) 。 


其 次 ， 存 在 一 种 特殊 的 对 称 操作 ， 即 恒 等 对 称 操作 。 在 我 们 这 个 
例子 中 ，0 度 旋转 束 是 恒 等 对 称 操 作 。 如 采 我 们 把 0 度 旋 较 与 任意 对 称 
操作 相 结 合 ， 得 到 的 仍然 是 该 对 称 操作 。 例 如 : 


90 度 + 0 度 =90 度 ，180 度 + 0 度 =180 度 ，... 


第 三 ， 对 于 任意 对 称 S$， 总 是 存在 反 演 对 称 S'， 两 者 结合 形成 己 等 
对 称 操作 。 


现在 ， 好 戏 就 要 上 演 了 ! 具备 上 述 三 个 结构 特点 的 对 称 操作 和 集 
合 ， 构 成 了 一 个 被 数学 研究 人 员 称 为 “ 群 ” 的 例子 。 


任意 物体 的 对 称 操作 都 可 以 构成 群 ， 而 且 一 般 由 更 多 的 元 素 (其 
至 可 能 由 无 数 个 元 素 ) 构成 。 


下 面 我 们 结合 圆 梨 来 讨论 这 个 问题 。 现 在 我 们 已 经 有 了 一 些 经 
验 ， 可 以 请 楚 地 知道 圆桌 的 所 有 对 称 操作 构成 的 集合 ， 束 是 所 有 可 能 
的 角度 《而 不 仅仅 是 90 度 的 倍数 ) 旋转 构成 的 集合 ， 我 们 以 圆 上 所 有 
点 构成 的 集合 来 形象 地 表示 该 集合 。 


圆 上 每 个 点 都 分 别 对 应 0 度 至 360 度 之 间 的 一 个 角度 ， 圆 上 还 有 一 
个 对 应 0 度 旋 转 的 点 ， 它 比较 特殊 ， 需 要 引起 注意 。 下 匈 中 ， 代 表 30 度 
旋转 的 点 与 代表 0 度 旋转 的 点 一 起 构成 了 一 个 30 度 的 角 。 


不 过 ， 我 们 不 能 把 该 圆 上 的 各 点 看 成 圆桌 上 的 点 。 圆 上 的 点 表示 
的 是 圆桌 特定 的 一 种 旋转 操作 。 注 意 : 我 们 可 以 在 这 个 圆 上 先 选 定 一 
个 点 ， 即 与 0 度 旋转 对 应 的 点 ， 而 圆桌 上 并 不 存在 这 样 的 点 。 


接 下 来 ， 我 们 来 证 明 圆 上 各 点 是 否 符合 上 述 三 个 结构 特点 。 


首先 ，9%1 度 与 g2 度 旋转 的 结合 等 同 于 (olt+o2) 度 旋转 。 如 果 
gp1+g2 的 值 大 于 360 度 ， 从 其 和 中 减 去 360 度 即 可 。 在 数学 上 ， 这 种 算 
法 被 称 作 “ 模 360 度 加 法 ”(addition modulo 360) 。 例 如 ， 如 果 g1=195 
度 ，%2250 度 ， 那 么 两 个 度数 之 和 为 445 度 ， 而 且 445 度 旋转 的 结果 与 85 
度 旋 转 的 结 采 相同 。 因 此 ， 在 圆 和 蝎 旋 转 群 中 ， 我 们 有 


195 度 +250 度 =85 度 
其 次 ， 圆 上 有 一 个 特殊 的 点 ， 对 应 0 度 旋 转 。 该 点 是 该 群 的 恒 等 
元 o 


最 后 ，9 度 逆 时 针 旋 转 的 反 演 操 作 就 是 逆 时 针 〈360-p) 度 旋转 或 
9 度 顺 时 针 旋转 ( 见 下 图 ) 。 


该 点 对 应 9 BE 


逆 时 针 旋 转 


该 点 对 应 0 度 旋 转 
( 恒 等 元 ) 


该 点 对 应 p 度 顺 时 
针 旋 转 


至 此 ， 我 们 已 经 朱 述 了 圆 昌 旋 转 群 的 情况 ， 我 们 把 它 称 为 “循环 
群 ”。 与 包含 4 个 元 素 的 方 昌 对 称 群 不 同 ， 圆 桌 循 环 群 包含 无 数 个 元 
素 ， 因 为 在 0 度 和 360 度 之 间 有 无 数 种 角度 。 


以 上 有 是 我 们 从 纯 理 论 角度 对 对 称 的 直观 理解 ， 也 束 是 讽 ， 他 们 把 
对 称 转化 成 了 一 个 数学 概念 。 首先 ， 我 们 假设 对 物体 的 对 称 操作 束 旦 
保持 物体 本 号 及 其 属性 不 变 的 一 个 变化 过 程 ， 然 后 我 们 又 完成 了 一 个 
非常 关键 的 步骤 : 把 研究 的 重点 从 物体 本 吴 转 移 到 所 有 由 对 称 操作 构 
成 的 集合 上 。 对 于 方 桌 而 言 ， 该 集合 包含 4 个 元 素 (90 度 倍数 的 旋转 操 


作 ) ; 而 对 于 圆桌 而 言 ， 该 集合 是 无 穷 集 合 《包含 圆 上 所 有 的 点 ) 。 
最 后 ， 我 们 描述 了 该 对 称 操作 集合 始终 具备 的 三 个 结构 特点 : 任意 两 
种 对 称 操作 可 以 结合 成 为 男 一 种 对 称 操作 ， 存 在 恒 等 对 称 操作 ;对 于 
每 一 种 对 称 操作 ， 都 存在 反 演 操作 。 通 过 以 上 步骤 ， 我 们 得 到 
了 “和 群 "这 个 数学 概念 。 


对 称 操作 群 是 一 个 抽象 概念 ， 它 与 我 们 开始 时 介绍 的 具体 对 象 
(HORN AT Se > (BSE) 差异 甚大 。 我 们 无 法 触 碰 也 无 法 抬 起 桌子 的 对 称 
操作 集合 ， 但 我 们 却 可 以 触 碰 也 可 以 抬 起 桌子 。 我 们 可 以 通过 思考 这 
个 抽象 概念 ， 推 断 出 其 包含 的 元 素 ， 并 开展 研究 与 讨论 活动 。 这 个 抽 
和 象 集 合 中 的 所 有 元 素 者 有 具体 含义 :代表 某 个 具体 对 和 象 的 某 种 变化 ， 
即 对 称 操作 。 


数学 研究 的 对 象 殉 是 诸如 此 类 的 抽象 对 象 与 概念 


经 验 告诉 我 们 ， 对 称 是 大 自然 运转 的 基本 法 则 。 例 如 ， 雪 花 总 是 
呈现 为 完美 的 六 边 形 ， 这 是 因为 六 边 形 是 最 低能 态 ， 水 分 子 在 结晶 时 
一 定 会 形成 六 边 形 。 雪 花 的 对 称 操 作 群 由 60 度 倍数 的 旋转 操作 组 成 ， 
即 60 度 、120 度 、180 度 、240 度 、300 度 和 360 度 (与 0 度 旋转 效果 相 
同 ) 的 旋转 。 此 外 ， 我 们 还 可 以 沿 着 与 雪花 任意 顶 角 对 应 的 轴 * 翻 
转 ” 雪 花 。 这 样 的 旋转 与 翻转 都 不 会 改变 雪花 的 形状 与 位 置 ， 因 此 它们 
都 是 雪花 的 对 称 操作 (时 。 


再 比如 蝴蝶 。 上 下 翻转 蝴蝶 ， 会 使 贿 蝶 的 头 部 朝 下 。 而 且 ， 由 于 
蝴蝶 只 有 身体 的 一 侧 有 腿 ， 因 此 ， 严 格 地 说 ， 翻 转 不 构成 蝴蝶 的 对 称 
操作 。 我 们 在 把 蝴蝶 的 形状 当 作对 称 图 形 考 虑 时 ， 是 将 其 假设 成 理想 
化 的 形状 ， 把 蝴蝶 身体 的 前 后 部 位 看 成 完全 相同 的 形状 (真实 情况 并 
非 如 此 ) 。 在 这 种 状态 下 翻转 蝴蝶 ， 使 蝴蝶 左 、 右 翅膀 位 置 对 调 ， 惑 


会 构成 对 称 操 作 。 (或 者 ， 我 们 也 可 以 想象 在 不 把 蝴蝶 前 后 翻转 的 情 
况 下 对 调 其 身体 两 侧 的 翅膀 ， 结 果 相同 。) 


这 束 引 出 了 一 个 很 重要 的 问题 ， 目 然 界 中 有 很 多 物体 只 是 近似 “对 
称 ” 的 。 在 真实 世界 中 ， 桌 子 并 非 标 准 的 圆 形 或 方形 ， 蝴 是 身体 的 前 后 
部 位 不 对 称 ， 人 体 也 不 是 完全 对 称 的 。 但 是 ， 即 便 如 此 ， 我 们 也 可 以 
对 这 些 物体 进行 抽象 思考 ， 将 其 假设 成 理想 化 的 形状 ， 即 模型 一 一 把 
桌子 看 成 规整 的 圆 形 ， 或 者 把 蝴蝶 看 成 号 体 前 后 部 位 没有 区 别 的 图 
形 。 事 实证 明 ， 这 样 处 理 的 效果 非常 好 。 我 们 可 以 通过 人 研究 模型 的 对 
称 ， 并 根据 真实 物体 与 模型 之 间 的 差异 ， 对 分 析 得 出 的 所 有 推断 加 以 
调整 。 


我 们 研究 对 象 的 对 称 性 ， 并 不 意味 着 我 们 不 重视 非 对 称 性 。 事 实 
上 ， 我 们 经 常 能 感受 到 非 对 称 当 中 列 藏 的 美 。 但 是 ， 对 称 数学 理论 的 
研究 重点 不 是 美学 ， 而 是 在 最 具 普 遍 性 意义 也 最 抽象 的 条 件 下 建立 对 
称 概 念 ， 从 而 使 得 这 个 概念 能 普遍 地 适用 于 所 有 不 同 领域 ， 包 括 几 何 
学 、 数 论 、 拓 扑 学 、 物 理 、 化 学 、 生 物 学 等 。 一 旦 我 们 发 展 出 这 样 的 
理论 ， 我 们 就 可 以 用 它 来 讨论 破坏 对 称 性 的 机 制 一 一 如 果 你 愿意 ， 可 
以 把 非 对 称 看 成 一 种 必然 现象 。 例 如 ， 基 本 粒子 遵从 所 谓 的 “规范 性 对 
称 ”(gauge symmetry) ， 一 旦 在 “ 希 格 斯 玻 色 子 ”(Higgs boson) 的 帮 
助 下 打破 这 种 对 称 ， 基 本 粒子 就 能 获得 质量 。 希 格 斯 玻 色 子 是 一 种 难 
以 辨识 的 粒子 ， 近 几 年 人 们 在 日 内 瓦 大 型 强 子 对 撞 机 中 发 现 了 这 种 粒 
子 。 事 实证 明 ， 研 究 对 称 性 的 破坏 机 制 ， 可 以 帮助 人 们 深入 了 解 自然 
界 基本 构成 单位 的 作用 机 制 ， 这 具有 不 可 估量 的 意义 。 


mK 米 OK 


对 称 理论 有 助 于 揭示 数学 的 重要 意义 ， 因 此 ， 我 要 对 这 个 抽象 理 
论 的 基本 特点 进行 如 下 说 明 。 


对 称 理论 的 第 一 个 特点 是 “ 普 适 性 ” (universality) 。 循 环 群 不 仅 
指 圆 桌 对 称 群 ， 还 包括 玻璃 杯 、 瓶 子 、 辆 柱 等 所 有 包含 圆 形 元 素 的 物 
体 的 对 称 群 。 事实 上 ， 我 们 说 这 些 物 体 是 圆 形 ， 或 者 说 这 些 物体 的 对 
称 群 是 循环 群 ， 这 两 种 说 法 的 意思 是 一 样 的 。 这 也 就 意味 着 ， 我 们 可 
以 通过 描述 对 象 的 对 称 群 ( 圆 ) 来 描述 该 对 象 的 一 个 重要 特性 (“EIB 
形 的 >”“。 同 样 , “是 方形 的 ”> 这 个 描述 意味 着 该 对 象 的 对 称 群 是 上 文 讨 
论 过 的 由 4 个 元 素 构成 的 群 。 换 句 话 说， 数学 中 的 同一 个 抽象 对 象 (如 
循环 群 ) 可 用 于 研究 多 种 具体 对 象 ， 指 向 这 些 对 象 普遍 具有 的 共同 特 
性 “如 圆 形 ) 。 


对 称 理论 的 第 二 个 特点 是 “客观 性 ”(objectivity) 。 比 如 ， 群 的 概 
念 不 因 我 们 的 理解 而 发 生 改变 。 无 论 是 谁 学 习 群 的 概念 ， 它 的 内 容 都 
不 会 有 任何 变化 。 当 然 ， 要 真正 理解 一 个 概念 ， 我 们 必须 了 解 描述 这 
一 概念 所 使 用 的 语言 一 一 数学 语言 ， 所 有 人 都 可 以 掌握 数学 语言 。 同 
样 ， 如 果 我 们 希望 读 慌 笛 卡 儿 (René Descartes) 说 的 “Je pense, donc 
je suis”， 就 必须 学 习 法 语 (至 少 要 学 会 这 人 句 话 里 的 这 些 单词 ) ， 而 我 
们 都 能 通过 学 习 达 到 这 个 要 求 。 不 过 ， 人 们 在 读 了 第 卡 儿 的 这 人 句 话 之 
后 ， 可 能 会 有 不 同 的 理解 。 同 样 ， 对 于 这 人 句 话 的 某 种 理解 ， 有 人 认为 
它 是 对 的 ， 有 人 则 认为 它 是 错 的 。 与 稍 卡 儿 的 话 不 同 ， 逻 辑 严 谍 的 数 
学 语言 所 表达 的 意思 不 存在 多 种 理解 的 问题 ， 其 真实 性 也 是 客观 的 。 

(一 般 说 来 ， 某 个 数学 命题 的 真实 性 可 能 取决 于 其 所 在 的 公理 体系 。 
不 过 ， 它 仍然 具有 客观 性 。) 例如 , “圆桌 的 对 称 群 是 一 个 圆 * 这 句 数 
学 语言 ， 在 任何 地 点 、 任 何 时 间 以 及 任何 人 看 来 ， 都 是 一 个 真 命题 。 
一 言 以 蔽 之 ， 数 学 上 的 真实 性 具有 客观 必然 性 。 关 于 这 个 特点 ， 我 们 
将 在 第 8 章 进 行 详细 讨论 。 


对 称 理论 的 第 三 个 特点 是 “持久 性 ”(endurance) 。 这 一 点 与 第 二 
个 特点 的 关系 极为 密切 。 考 庸 置疑 ， 无 论 对 古 希腊 人 还 是 现代 人 而 
言 ， 勾 股 定 理 所 表 述 的 内 容 都 宫 无 二 致 ， 而 且 我 们 有 足够 的 理由 相 


信 ， 它 的 内 容 在 未 来 也 不 会 发 生 任何 变化 。 同 样 ， 本 书 中 讨论 的 所 有 
为 真 的 数学 命题 也 将 永远 为 真 


世界 上 存在 这 种 客观 真实 、 持 久 不 变 的 知识 (而 且 为 我 们 全 人 类 
所 掌握 ) 也 的 确 是 个 奇迹 。 这 说 明 ， 数 学 概念 存在 于 物理 世界 和 精神 
世界 以 外 的 一 个 世界 一 -有 时 被 称 作 柏拉图 式 的 数学 世界 (我 们 将 在 
全 书 的 最 后 一 章 做 详细 讨论 ) 。 我 们 仍然 不 清楚 数学 世界 的 真面目 ， 
也 不 了 解 促使 人 们 探索 数学 世界 的 因素 。 但 是 ， 考 庸 置疑 ， 这 个 披 着 
神秘 面纱 的 实体 将 在 我 们 的 生活 中 发 挥 越 来 越 重要 的 作用 ， 尤 其 是 在 
先进 的 计算 机 新 技术 与 3D 打 印 技术 问世 之 后 ， 其 重要 性 还 将 进一步 提 
J 


对 称 理论 的 第 四 个 特点 是 数学 与 物理 世界 的 “相关 性 ”。 例 如 ， 近 
50 年 来 ， 人 们 在 研究 基本 粒子 及 其 相互 作用 时 应 用 了 对 称 概念 ， 从 而 
得 以 在 量子 物理 学 领域 取得 很 多 成 就 。 从 对 称 的 角度 来 看 ， 电 子 或 夸 
克 等 粒子 就 像 一 张 圆桌 或 者 一 片 雪 花 ， 其 特性 在 很 大 程度 上 是 由 其 对 
称 操作 决定 的 。 (在 这 些 对 称 操作 中 ， 有 的 极为 精准 ， 有 的 只 是 近似 
对 称 。) 


洲 米 米 


于 元 的 发 现 束 是 一 个 很 好 的 例子 ， 它 充分 说 明了 数学 理论 在 物理 
学 研究 中 发 挥 的 重要 作用 。 通 过 阅读 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 介绍 的 
那些 书 ， 我 发 现 我 们 在 第 1 章 中 讨论 的 盖 尔 曼 - 内 埃 曼 强 子 分 类 法 的 核 
心 就 是 一 个 对 称 群 。 之 前 ， 已 经 有 数学 家 人 研究 过 这 种 群 ， 但 是 他 们 根 
本 没有 想到 该 群 与 次 原子 粒子 有 相关 性 。 该 群 的 数学 名 称 是 SU(3) 群 ， 
其 中 S 和 UU 代表 “特殊 西 群 ” (special unitary) 。SU(3) 群 的 特点 与 球面 对 
称 群 (我们 将 在 第 10 章 做 详细 讨论 ) 非常 相似 。 


之 前 ， 数 学 家 们 已 经 描述 过 SU(3) 群 的 各 种 “表示 ”， 也 束 是 将 
SU(3) 群 转变 为 对 称 群 的 方法 。 主 尔 曼 和 内 埃 曼 在 发 现 强 子 具有 某 些 固 


定 模式 之 后 ， 注 意 到 这 些 模式 与 SU(3) 群 的 各 种 表示 之 间 有 相似 之 处 ， 
他 们 惑 利 用 这 种 相似 性 对 强 子 进行 了 分 类 。 


“表示 ” (representation) 一 词 在 数学 上 的 用 法 比较 特别 ， 与 其 在 日 
常 语 境 下 的 用 法 大 不 相同 。 这 里 ， 我 完 对 这 个 词 在 上 段 文 字 中 的 含义 
做 一 下 说 明 。 举 一 个 例子 可 能 更 便于 大 家 理解 。 我 们 先 来 回想 一 下 前 
文 计 论 过 的 圆桌 旋转 群 ， 接 着 ， 我 们 可 以 想象 桌面 沿 各 个 方向 无 限 延 
促 ， 这 样 ， 我 们 就 得 到 一 个 抽象 的 数学 对 象 : 平面 。 此 时 ， 果 面 绕 中 
心 点 的 每 次 旋转 都 会 导致 该 平面 绕 同 一 个 点 旋转 。 随 后 ， 我 们 得 到 一 
个 规则 ， 可 以 将 该 平面 的 一 个 对 称 操作 (旋转 ) 赋值 给 循环 群 的 各 个 
元 素 。 换 言 之 ,循环 群 的 每 个 元 素 都 可 以 用 该 平面 的 一 个 对 称 操作 来 
表示 ， 数 学 家 将 其 称 作 * 旋 转 群 的 表示 ”。 


由 于 平面 有 两 个 坐标 轴 ， 每 个 点 有 两 个 坐标 ， 因 此 我 们 知道 平面 
是 二 维 的 。 


在 此 基础 上 我 们 可 以 说 已 经 构建 出 旋转 群 的 一 种 “二 维 表示 ”。 


X 


某 些 空间 的 维 数 大 于 二 ， 例 如 ， 我 们 生活 的 世界 是 一 个 三 维 空 
间 。 也 束 古 说 ， 三 维 空间 有 三 个 坐标 轴 ， 因 此 ， 为 了 确定 一 个 点 的 位 
置 ， 我 们 需要 规定 该 点 的 三 个 坐标 , 即 (x, y, z) 。 


我 们 无 法 想象 四 维 空 间 的 情况 ， 但 是 数学 提供 了 一 种 普 适 性 语 
言 ， 使 我 们 可 以 讨论 任意 维 数 的 空间 。 也 束 是 说 ， 在 讨论 三 维 空间 
时 ， 我 们 用 三 个 一 组 的 数字 (x，y，z) 来 表示 各 个 点 ， 同 样 ， 我 们 也 
可 以 用 四 个 一 组 的 数字 (x，y，z，t) 来 表示 四 维 空间 中 的 点 。 依 此 
类 推 ， 对 于 任意 目 然 数 n， 我 们 都 可 以 用 mn 个 一 组 的 数字 来 表示 mn 维 空间 
中 的 点 。 如果 你 使 用 过 电子 数据 表 程 序 ， 就 会 遇 到 这 种 数字 : 它们 在 
数据 表 中 表现 为 n 行 ， 这 n 个 数字 中 的 每 一 个 都 对 应 表 中 所 储存 数据 的 
茶 种 属性 。 因此 ， 表 中 各 行 分 别 对 应 n 维 空间 中 的 一 个 点 。 (我 们 会 在 

第 10 章 详细 讨论 各 种 维 数 的 空间 。) 


如 果 某 个 群 的 各 个 元 素 都 可 以 通过 某 种 一 致 的 方式 表现 为 某 个 n 维 
空间 的 一 种 对 称 操 作 ， 我 们 束 说 该 群 有 一 种 “mn 维 表示 ”。 


研究 证 明 ， 给 定 群 可 能 有 不 同 维 数 的 “表示 ”。 基 本 粒子 之 所 以 是 
包含 8 个 或 10 个 粒子 的 族 系 ， 其 原因 在 于 ， 人 们 发 现 SU(3) 群 具有 8 维 或 
10 维 表示 。 盖 尔 曼 和 内 埃 曼 构建 的 每 个 八重 态 中 包含 8 个 粒子 ， 与 一 个 
8 维 空 间 的 8 个 坐标 轴 构 成 一 一 对 应 关系 ， 而 该 8 维 空 间 又 是 SU(3) 群 的 
一 种 表示 。 十 重 态 中 的 粒子 也 具有 同样 的 特点 。 (但 是 ， 数 学 家 已 经 
证 明 ，SU(3) 群 没有 7 维 或 11 维 表示 ， 因 此 ， 这 些 基本 粒子 不 能 包含 7 个 
或 11 个 。) 


人 们 按照 粒子 的 相似 属性 为 其 分 组 ， 起 初 的 原因 是 这 样 分 组 比较 
方便 ， 但 是 随后 ， 盖 尔 受 在 此 基础 上 迈进 了 一 步 ， 他 假设 在 这 种 分 类 
方案 背后 还 有 深层 次 的 原因 。 盖 尔 曼 曾 说 过 这 样 的 话 ， 大 意 是 : 这 种 
分 组 方案 的 效果 很 好 ， 是 因为 强 子 包 含 了 更 小 的 粒子 ， 即 硅 元 ;， 有 时 
包含 两 个 ， 有 时 包含 三 个 。 物 理学 家 乔治 :次 威 格 (George Zweig) 也 
独立 提出 了 一 个 类 似 的 概念 [次 威 格 把 这 种 粒子 称 作 “ 艾 斯 ”(ace) ]。 


这 个 新 概念 的 确 慰 世 骇 俗 。 当 时 ， 和 人 们 普遍 认为 质子 、 中 子 及 其 
他 强 子 古 不 可 再 分 的 基本 粒子 。 奔 克 的 概念 明显 与 这 一 信条 相悖 ， 同 
时 ， 它 的 提出 预示 着 新 粒子 的 存在 ， 而 且 人 们 从 未 见 过 的 这 些 新 粒子 
还 具有 奇怪 的 属性 。 例 如 ， 根 据 预 测 ， 这 些 粒 子 带 有 电 荷 ， 电 量 则 是 
电子 所 带电 量 的 一 部 分 。 这 个 预测 令 人 震惊 ， 因 为 还 没有 人 观察 到 这 
些 粒子 。 结 果 出 乎 所 有 人 的 预料 ， 科 学 家 们 很 快 束 在 实验 中 发 现 了 雁 
i, MAS RAN a abo ee | 


th SSR BA eS I SARTO OE? 他 们 做 出 这 样 的 推 
断 ， 是 基于 SU(3) 群 的 表示 。SU(3) 群 有 两 种 表示 ， 而 且 都 是 三 维 表 
示 。 〈 群 的 名 称 中 包含 的 数字 3 指 的 就 是 这 个 意思 。) 因此 ， 盖 尔 曼 提 
出 ， 这 两 种 表示 应 该 可 以 描述 基本 粒子 的 两 个 族 系 : DRAGS HS 
殉 和 三 种 反 休克 。 人 研究 表明 ， 可 以 根据 SU(3) 群 的 两 个 三 维 表示 构建 8 
维和 10 维 表示 。 这 个 发 现 为 我 们 利用 夸克 构建 强 子 (正人 像 搭建 乐高 积 
木 玩 具 一 样 ) 绘制 了 一 幅 精 准 的 蓝图 。 


ion RS FEI = PPS ED BIR ES ES 5 BS eat Se” oo 我 们 
ME XARA PADS, PRS ES re PS RS oer, oF 
PUSS RS oA PT ES SE o FAA FIR a \ 
HA, M/A PHA EMTAKERLSE RNS, WARTS 
克 。 还 有 另 一 些 八重 态 ， 其 中 的 粒子 由 一 个 他 克 和 一 个 反 似 克 构 成 。 


夸克 的 发 现 充 分 说 明 数 学 在 自然 科学 中 所 起 到 的 重要 作用 ， 我 们 
在 序言 中 也 讨论 过 。 人 们 预测 这 些 粒 子 存在 的 依据 不 是 经 验 性 数据 ， 
而 是 数学 的 对 称 模式 ， 是 人 们 在 SU(3) 群 数学 表示 理论 这 个 复杂 的 框架 
下 完成 的 纯 理论 性 预测 。 物 理学 家 用 了 多 年 的 时 间 才 掌握 了 该 理论 
(事实 上 ， 有 些 物理 学 家 最 初 是 抵制 这 个 理论 的 ) ， 现 在 ， 这 套 理论 
已 经 变 成 了 基本 粒子 物理 的 基础 内 容 了 ， 它 不 仅 帮 助 我 们 完成 了 对 强 
子 的 分 类 ， 还 带 来 了 夸克 的 发 现 ， 进 而 彻底 改变 了 人 们 对 物理 现实 的 
理解 。 


mK 米 OK 
不 妨 设 想 一 下 : 一 套 看 似 高 深 英 测 的 数学 理论 ， 却 能 帮助 我 们 深 


入 探索 构建 目 然 界 的 “基本 元 素 *"， 这 多 么 神奇 ! 这 些微 粒 构 建 了 一 个 
深 具 魔幻 色彩 的 和 谐 家 园 ， 我 们 怎么 能 不 为 之 心 酬 神 迷 呢 ? 数学 这 个 
强大 的 工具 ， 帮 助 我 们 宏 探 到 深 茂 于 宇宙 内 部 的 奥秘 ， 我 们 义 怎 么 能 
不 为 之 慰 叹 不 已 呢 ? 


有 一 个 故事 广 为 流传 ， 威尔逊 山 天 文 台 需 要 一 如 望 远 镜 ， 借 此 来 
勾勒 人 们 所 处 的 时 空 。 爱 因 斯 坦 的 妻子 艾 尔 莎 听 说 这 件 事 之 后 ， 
说 :“ 哦 ， 我 丈夫 在 旧 信 封 的 背面 束 可 以 完成 这 项 工作 。” 


科学 家 确实 需要 日 内 瓦 大 型 强 子 对 撞 机 这 样 造价 昂贵 、 结 构 复 杂 
的 机 器 ， 但 是 像 爱 因 斯 坦 、 盖 尔 曼 这 样 的 科学 家 ， 仪 仅 利 用 最 为 抽象 
而 且 几 乎 是 纯 理 论 性 的 数学 知识 ， 殊 揭 开 了 我 们 这 个 世界 埋藏 得 最 深 
的 秘密 。 这 的 确 令 人 叹为观止 。 


我 们 所 有 人 ， 无 论 信仰 什么 ， 都 可 以 拥有 这 种 知识 。 它 把 我 们 凝 
聚 在 一 起 ， 为 我 们 和 孜孜不倦 探索 宇宙 的 热情 赋予 了 新 的 侣 义 。 


1. ”注意 : 桌子 的 翻转 不 构成 对 称 操作 ， 桌 子 会 四 脚 朝 天 一 一 别 忘 了 ， 桌 子 有 四 条 桌 
腿 。 如 果 我 们 考虑 正方 形 或 者 圆 形 〈 不 考虑 有 桌 腿 的 情况 ) ， 那 么 翻转 也 是 标准 的 对 称 
操作 ， 因 此 也 会 被 纳入 对 称 群 。 
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第 五 道 题 


叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 的 办 法 奏效 了 ， 我 “ 弃 瞳 投 明 ”， 把 兴趣 
转移 到 了 数学 上 ， 并 很 快 取 得 了 进展 。 殉 像 骆 入 爱河 的 人 一 样 ， 我 越 
征 深 入 地 人 研 完 数 学 知识 ， 便 越 是 深 陷 其 中 不 能 目 拔 ， 总 是 布 望 能 继续 
探索 下 去 。 只 要 有 爱 ， 束 会 有 这 样 的 表现 。 


我 与 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 的 见面 成 了 一 种 惯例 。 他 不 断 为 我 
推荐 书目 ， 而 我 则 每 周 都 要 去 他 任教 的 教育 学 院 ， 与 他 讨论 我 的 读书 
心得 。 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 经 冲 踊 足球 、 打 冰球 和 排球 。 他 的 烟 
瘾 也 很 大 ， 经 党 一 文 接 一 文 地 抽 。 因 此 ， 在 那 段 岁 月 之 后 相当 长 的 一 
段 时 间 里 ， 香 烟 味 与 数学 题 尽 在 我 的 脑海 里 缠绕 在 一 起 ， 挥 之 不 去 。 


有 时 ， 我 们 讨论 得 十 分 热烈 ， 直 至 深夜 。 有 一 次 ， 我 们 甚至 被 锁 
在 了 学 校 的 礼 荃 里。 管理 员 根本 想不到 ， 那 么 晚 了 礼堂 里 竟然 还 有 
人 。 而 我 们 因为 讨论 得 十 分 投入 ， 连 管理 员 锁 门 的 声音 也 没 听 到 。 好 
在 礼 芭 在 一 楼 ， 我 们 俩 最 后 翻 窗户 离开 了 。 


那 是 1984 年 ， 当 时 我 正 上 高 三 ， 面 临 着 报考 哪 所 大 学 的 问题 。 莫 
斯 科 有 很 多 大 学 ， 但 只 有 一 所 大 学 设 有 纯 理 论 数学 专业 ， 那 就 是 葛 斯 
科 国 立 大 学 。 这 所 大 学 的 俄语 名 称 是 “Moskovskiy Gosudarstvenny 
Universitet”， 缩 写 为 “MGU”， 它 的 力学 与 数学 系 实力 非常 强 ， 在 苏联 
Bia ° 


俄罗斯 的 大 学 入 学 考试 与 类 国学 生 参 加 的 学 术 能 力 评 佑 测试 
(SAT) 不 同 。 报 考 力 学 与 数学 系 要 参加 4| ] 考 试 ， 数 学 笔试 、 数 学 口 
试 、 论 文 写作 和 物理 口试 。 像 我 这 样 获得 最 高 采 誉 (苏联 时 期 的 最 高 
采 誉 是 “金奖 ”) 的 高 中 毕业 生 ， 只 要 第 一 门 考试 取得 最 高 分 5 分 ， 就 会 


被 录取 。 


当时 ， 我 在 数学 方面 的 学 习 内 容 已 经 远 远 超 出 高 中 范围 ， 因 此 ， 
我 觉得 更 斯 科大 学 的 入 学 考试 对 于 我 来 说 应 该 如 探 吉 取 物 。 


事实 证 明 ， 我 过 于 乐观 了 。 我 收 到 的 第 一 个 预警 信号 是 一 封 信 ， 
征 我 束 读 的 一 所 贺 授 学 校 寄 给 我 的 。 这 所 学 校 是 由 苏联 著名 数学 家 伊 
斯 雷 尔 : 盖 尔 范 德 (后 文中 我 们 还 会 详细 介绍 这 位 数学 家 ) 等 人 于 多 年 
前 创办 的 ， 旨 在 帮助 像 我 这 样 家 不 在 大 城市 、 无 法 殉 读 数学 专科 学 校 
的 学 生 。 这 所 学 校 每 个 月 都 会 给 我 们 寄 一 份 小 册子 ， 介 绍 数学 专科 学 
校 的 学 习 内 容 ， 并 稍微 涉及 一 些 超出 正 第 难度 的 学 习 内 容 。 小 册子 中 
还 有 一 些 数 学 题 ， 其 难度 超过 高 中 生 在 学 校 里 的 学 习 内 容 ， 要 求 我 们 
完成 题目 后 寄 回 。 人 负责 评 分 的 人 (通常 是 莫斯科 大 学 的 在 校 学 生 ) 看 
完 我 们 的 解答 后 ， 给 出 分 数 ， 然 后 再 寄 回 给 我 们 。 我 已 经 在 这 个 学 校 
学 习 了 三 年 时 间 ， 同 时 ， 我 还 读 了 另 一 所 侧重 物理 教学 的 学 校 。 对 我 
来 说 ， 虽 然 这 些 学 习 内 容 与 在 普通 学 校 里 学 到 的 非常 接近 (不 过 ， 难 
度 与 我 私下 里 跟 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 学 习 的 内 容 根 本 不 可 同日 而 
语 ) ， 但 我 觉得 自己 还 是 有 所 收获 。 


这 封 信 并 不 长 :“ 如 果 你 想 报考 莫斯科 大 学 ， 请 来 我 校 办 公 室 面 
谈 ， 我 们 很 乐意 为 你 提供 咨询 。” 信 中 还 给 出 了 申请 者 可 去 莫斯科 大 学 
校园 里 拜访 的 具体 地 址 和 访问 时 间 。 收 到 这 封 信 后 不 久 ， 我 就 乘 了 两 
个 小 时 的 火车 ， 来 到 莫斯科 。 学 校 的 办 公 室 很 大 ， 里 面 摆 着 一 长 排 课 
桌 ， 还 有 几 个 人 正在 忙活 着 一 有 的 在 打字 ， 有 的 在 批阅 试卷 。 我 做 
了 自我 介绍 ， 并 拿 出 了 那 封 信 ， 随 后 有 人 把 我 带 到 一 位 娇小 的 、30 岁 
出 头 的 女性 面前 。 

“你 叫 什么 名 字 ? ”她 问 道 ， 语 气 并 不 那么 正式 。 

“爱德华 . 弗 伦 克 尔 。” 

“你 准备 报考 莫斯科 大 学 ?” 


“是 的 o 93 


“哪个 系 ? ” 


“力学 与 效 学 系 。” 

“Ao HIER RA, Ala MIA: “你 的 国籍 呢 ? ” 

我 回答 道 : “俄罗斯 。” 

“是 吗 ? 那 你 父母 的 国籍 呢 ? ”这 个 .……. 我 母亲 是 俄国 人 。” 
“你 父亲 呢 ? ” 

“他 是 犹太 人 。” 
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对 于 这 样 的 对 话 ， 你 可 能 觉得 莫名 其 妙 。 事 实 上 ， 当 我 写 到 这 里 
时 ， 也 觉得 充 诞 不 经 。 但 是 ， 在 1984 年 前 后 的 苏联 [大 家 记得 乔治 : 奥 
威 尔 (George Orwell) 写作 的 《1984》 吗 ]， 调 查 人 们 的 “国籍 * 并 不 值 
得 大 惊 小 怪 。 在 苏联 ， 公 民 随 和 喘 携 带 的 国内 护照 上 专门 有 一 栏 ， 要 求 
人 们 填写 < 国籍 ”。 这 一 栏 排 在 第 五 行 ， 前 四 行 是 : DAF; (2) 父 亲 的 
名 字 ; (3) 姓 氏 ; (4) 出 生日 期 。 因 此 ， 国 籍 又 被 称 作 “pyataya grafa” , 
即 “ 第 五 栏 >。 在 出 生 证 明 上 同样 要 求 填写 本 人 国籍 和 父母 国籍 ， 如 果 
父母 双方 的 国籍 不 同 ， 父 母 可 以 从 中 为 子女 选择 一 个 国籍 。 我 束 属 于 
此 类 情况 。 


“第 五 栏 ” 存 在 的 真正 原因 就 是 确定 一 个 人 是 不 是 犹太 人 。 拥 有 其 
他 国籍 《如 鞠 租 人 和 亚美尼亚 人 ， 也 会 受到 歧视 和 人 迫害， 不 过 其 受苦 
程度 比 不 上 犹太 人 ) 的 人 ， 同 样 会 被 杜 别 出 来 。 我 的 “第 五 栏 "虽然 表 
明 我 是 俄罗斯 人 ， 但 是 我 的 姓氏 〈 也 束 是 我 父亲 的 姓氏 ， 一 听 就 知道 
是 犹太 人 ) 却 让 我 的 家 庭 情况 暴露 无 遗 。 


我 觉得 有 必要 说 明 的 是 ， 我 们 家 的 人 并 没有 宗教 信仰 。 我 父亲 从 
小 束 生 活 在 没有 和 未 教 信仰 的 环境 中 ， 我 也 一 样 。 当 时 ， 了 苏联 几乎 没有 


任何 守 教 活动 。 大 多 数 基 督 教 正教 的 教 特 都 被 驱 挥 或 者 天 财 了 ， 在 仅 
存 的 几 座 教 瘟 里 ， 通 币 只 能 看 到 几 位 老奶奶 。 我 外 姿 下 是 其 中 之 一 ， 
她 偶尔 前 往 我 们 的 家 乡 科 阁 姆 纳 ， 去 镇 上 唯一 的 教 符 参加 宗教 活动 。 
犹太 教 笃 的 数量 就 更 少 了 ， 我 们 的 家 乡 连 一 座 犹太 教堂 也 没有 ， 甚 至 
在 人 口 接近 1 000 万 的 莫斯科 ， 也 只 有 一 家 冒 方 许可 开放 的 犹太 教堂 。 
去 教 特 参加 罕 教 活动 是 非常 危险 的 ， 有 可 能 会 被 便衣 特工 时 上， 后 采 
将 会 相当 产 重 。 因 此 ， 说 到 某 人 起 犹太 人 ， 不 十指 他 信奉 犹太 教 ， 而 
征 指 他 的 民族 ， 即 “血统 ”。 


但 是 ， 即 便 我 没有 使 用 父亲 的 姓氏 ， 招 生 委员 会 同样 会 发 现 我 的 
犹太 血统 ， 因 为 申请 表明 确 要 求 填写 父母 的 全 名 。 


借助 这 样 的 规定 ， 这 位 女士 确定 了 我 的 犹太 人 喘 份 ， 并 告诉 
我 : “莫斯科 大 学 不 招收 犹太 人 ， 你 知道 吗 ? ” 


“什么 意思 ? ” 


“我 的 意思 十 说 ， 你 根本 束 不 能 申请 莫斯科 大 学 。 别 浪费 时 间 了 ， 
他 们 不 会 录取 你 。” 


我 一 下 于 慌 了 ， 不 知道 说 什么 才 好 。 

“你 给 我 寄 来 这 封 信 ， 就 是 因为 这 件 事 吗 ? ” 

“是 的 ， 我 想 帮 助 你 。” 

我 朝 周 转 看 了 看 。 很 明显 ， 办 公 室 里 的 人 都 明白 我 们 谈话 的 内 
容 ， 因 此 没有 人 表现 出 惊讶 。 这 样 的 谈话 肯定 已 经 发 生 过 好 多 次 了 ， 


大 家 似乎 已 经 习以为常 。 他 们 的 目光 闪烁 ， 根 本 不 看 我 ， 好 像 我 是 一 
名 垂死 的 病人 一 样 。 我 的 情绪 低落 无 比 。 
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我 在 莫斯科 大 学 的 这 次 面谈 经 历 从 头 至 尾部 显得 很 诡异 ， 有 人 也 
可 能 会 认为 ， 与 我 交谈 的 那 位 女士 是 出 于 好 心 ， 为 了 提醒 我 和 其 他 学 
生 ， 并 帮助 我 们 。 但 是 ， 真 的 是 这 样 吗 ? 


莫斯科 大 学 的 招生 考试 一 直 比 其 他 学 校 早 一 个 月 ， 没 有 被 录取 的 
学 生 仍然 有 机 会 申请 其 他 学 校 。 


我 和 父母 吕 这 件 事 进行 了 长 谈 ， 最 后 我 们 一 致 认为 ， 报 考 砚 斯 科 
大 学 至 少 对 我 没有 什么 坏处 。 于 是 ， 我 们 决定 不 放弃 ， 同 时 在 心里 禄 
笠 一 切 顺 利 。 
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第 一 场 考 试 在 7 月 初 进行 ， 古 数学 笔试 ， 共 包 售 5 道 题 。 考 生 们 都 
觉得 第 五 道 题 太 难 了 ， 根 本 无 法 解答 ， 它 驶 像 这 次 考试 的 “第 五 元 
素 "。 但 是 ， 我 却 能 够 解答 出 所 有 题目 ， 包 括 第 五 道 题 。 尽 管 我 知道 ， 
无 论 阅卷 人 是 谁 ， 都 很 有 可 能 对 我 存 有 偶 抑 ， 尽 量 找 出 我 试卷 中 的 不 
足 之 处 ， 但 我 还 是 非常 详尽 地 完成 了 整个 解答 过 程 。 然 后 ， 我 反复 检 
查 了 论证 与 计算 过 程 ， 确 保 准 确 无 误 。 在 乘 火车 回 家 的 途中 我 对 目 己 
的 表现 十 分 满意 。 第 二 天 ， 我 把 我 的 答题 过 程 讲 给 时 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 
耶 维 奇 听 ， 他 确定 地 说 ， 我 的 回答 没有 任何 问题 。 看 来 ， 我 已 迈 出 了 
坚实 的 第 一 步 。 


第 二 场 考试 是 数学 口试 ， 安 排 在 7 月 13 日 进行 ， 那 古 一 个 星期 五 。 


那天 发 生 的 很 多 事 ， 甚 至 其 细 枝 末 季 ， 我 至 今 仍然 记忆 犹 新 。 考 
试 被 安排 在 下 午 比 较 早 的 时 间 进 行 ， 因此， 我 和 母 茶 上 午 束 从 家 里 出 
发 ， 登 上 了 开 往 莫斯科 的 火车 。 我 在 考试 开始 前 儿 分 钟 走 进 考场 ， 考 
场 设 在 一 间 比 较 普 通 的 教室 ， 里 面 坐 了 15 到 20 名 考生 ， 还 有 四 五 名 考 
官 。 首 先 ， 每 名 考生 要 走 到 教室 前 方 的 谍 棵 前， 从 时 上 的 一 大 堆 试 着 
中 抽取 一 份 。 每 份 试卷 上 写 有 两 道 题 ， 正 面 彰 下， 县 放 在 一 起 。 抽 取 


试卷 的 程序 有 点 儿 像 摸 彩 票 ， 因 此 我 们 也 把 试卷 称 作 “bilet”( 彩 
票 ) 。 试 题 总 共有 100 道 左右 ， 所 有 考生 事先 已 经 被 告知 了 相关 情况 。 
对 我 而 言 这 些 题 已 经 烂熟 于 心 ， 所 以 我 不 在 乎 会 抽 到 哪 两 道 题 。 抽 完 
试卷 后 ， 每 名 考生 要 坐 到 一 张 课 保 前 ， 用 考官 提供 的 日 纸 作 管 。 


我 抽 到 的 两 道 题 是 : (D) 已 知 三 角形 内 切 圆 的 半径 ， 求 三 角形 的 面 
积 ， 并 列 出 算式 ; (2) 求 两 个 函数 比 的 导数 (只 需 列 出 算式 ) 。 这 两 道 
题 我 都 准备 得 非常 充分 ， 甚 至 财 着 眼睛 都 能 回答 出 来 。 


我 坐 下 来 ， 在 日 纸 上 写 了 几 个 算式 ， 然 后 整理 思路 。 这 个 过 程 大 
约 只 花 了 两 分 钟 ， 我 觉得 自己 已 经 准备 好 了 ， 于 是 举 手 示 意 。 教 室 里 
有 好 几 名 考官 ， 都 在 等 待 着 考生 举 手 。 但 是 ， 话 异 的 是 ， 他 们 根本 不 
理 皮 我 ， 目 光 似 乎 从 我 身上 直接 穿 过 ， 束 好 像 我 是 空气 。 我 坐 在 那 
儿 ， 高 高 地 举 着 手 ， 可 吏 是 没有 考官 理 我 。 


大 约 10 分 钟 之 后 ， 义 有 一 两 名 考生 举 手 示 意 。 考 官 们 一 看 到 他 们 
举 手 ， 了 立刻 飞 奔 过 去 。 一 名 考官 会 坐 在 举 手 的 考生 旁边 ， 倾 听 他 的 解 
答 。 我 束 坐 在 不 远 处 ， 所 以 能 昕 到 他 们 交谈 的 内 容 。 考 官 们 很 客气 ， 
大 多 数 时 间 都 在 点 尖 ， 侦 尔 会 提出 一 两 个 问题 。 整 个 过 程 十 分 正 第: 
考生 答 完 试卷 上 的 题目 之 后 (大 约 10 分 钟 ，， 考 官 会 再 提出 一 个 间 
题 ， 让 考生 口头 回答 。 这 些 问题 都 十 分 简单 ， 大 多 数 考生 都 对 答 如 
tie Fa, TAY Ae To 


首先 举 手 的 那 两 三 名 考生 已 经 完成 考试 ， 显 然 他 们 都 拿 到 了 最 高 
分 5 分 ， 于 是 心满意足 地 离开 了 考场 ， 而 我 仍然 坐 在 那儿 。 最 后 ， 当 一 
名 考 家 从 我 身边 经 过 时 ， 我 一 把 拉 住 他 ， 直 截 了 当地 问 他 : “你 们 为 什 
么 不 理 我 啊 ? ”这 名 考官 比较 年 轻 ， 像 是 刚刚 博士 毕业 。 他 朝 周围 看 了 
看 ， 然 后 轻 轻 地 说 :“ 对 不 起 ， 我 们 被 禁止 跟 你 说 话 。” 


在 考试 进行 了 一 个 小 时 左右 之 后 ， 两 名 中 年 人 走 进 教 宇 。 他 们 迅 
速 地 走 到 教室 前 的 桌子 旁 ， 回 坐 在 那儿 的 一 个 人 做 了 目 我 介绍 。 那 个 


人 点 点 头 ， 然 后 朝 我 指 了 一 下 。 很 显然 ， 这 两 个 中 年 人 就 是 我 要 等 的 
人 一 我 的 口试 官 。 


他 们 走 到 我 的 桌 旁 ， 表 明了 目 己 的 身份 。 其 中 一 个 人 身材 瘦削 ， 
动作 灵敏 ， 男 一 个 则 体型 微 胖 ， 留 着 大 胡子 。 


“AB, "ECBO TS Athi 《大 部 分 时 间 都 是 他 在 讲话 ) ，“ 我 们 
开始 考试 吧 。 第 一 个 问题 是 什么 ? ” 


“已 知 三 角形 内 切 圆 .…...” 

他 立刻 打 断 我 : “ 圆 的 定义 是 什么 ? ” 

他 表现 出 一 副 盛 气 次 人 的 样子 ， 这 与 其 他 考官 的 瘟 文 尔 雅 形成 了 
鲜明 对 比 。 而 且 ， 在 考生 完整 地 回答 试卷 上 的 问题 之 前 ， 其 他 考官 不 
会 提出 任何 其 他 问题 。 

我 回答 道 : “ 圆 是 平面 上 与 已 知 点 距离 相等 的 点 的 集合 。” 


这 是 加 的 标准 定义 。 
“ 错 1 "那个 家 伙 兴 奋 地 大 喊 一 声 。 


这 个 定义 和 插 么 可 能 是 错 的 呢 ? 他 停顿 了 几 秒 钟 ， 然 后 说 : “ 圆 是 平 
面 上 与 已 知 点 距离 相等 的 所 有 点 的 集合 。” 


这 个 说 法 明显 是 在 抠 字 眼 。 这 只 是 第 一 个 信号 ， 说 明 我 搂 下 来 还 
会 有 其 他 矿 烦 。 


AR, Hee, “ 那 三 角形 的 定义 呢 ? ” 


在 我 回答 了 三 角形 的 定义 之 后 ， 他 认真 地 思考 了 一 番 ， 显 然 是 在 
寻找 我 的 错 处 。 然 后 ， 他 继续 问 道 : “三 角形 内 切 圆 的 定义 是 什么 ? ” 


这 个 问题 把 我 们 讨论 的 内 容 延 伸 到 了 切线 的 定义 ， 然 后 是 “ 直 
线 ”， 之 后 又 是 其 他 内 容 ， 最 后 他 甚至 问 到 了 欧 几 里 得 第 五 公理 ， 即 平 
行 公理 。 这 个 问题 已 经 超出 了 高 中 数学 的 知识 范围 ! 我 们 讨论 的 那些 
问题 与 试卷 上 的 题目 根本 风 马 牛 不 相 及 ， 而 且 远 远 超出 了 我 应 有 的 知 
识 水 平 。 


我 的 每 句 话 都 遭 到 质疑 ， 用 到 的 每 个 概念 都 要 讲 出 其 定义 ， 如 果 
我 在 回答 菏 个 定义 时 用 到 另 一 个 概念 ， 那 位 考官 吏 会 立刻 有 要求 我 回答 
这 个 新 概念 的 定义 。 


显而易见 ， 如 果 我 姓 伊 万 诺 夫 ， 他 们 根本 不 会 提出 这 些 问 题 。 现 
在 回想 起 来 ， 我 当时 应 该 权衡 利 刺 ， 立 刻 提 出 抗议 ， 指 出 考官 们 行为 
的 不 当 之 处 。 但 是 ， 那 一 年 我 才 16 罗 ， 这 两 名 考官 比 我 大 25 岁 左右， 
而 且 他 们 是 莫斯科 国立 大 学 主管 考试 的 官员 ， 所 以 我 当时 的 想法 是 ， 
我 必须 尽 最 大 努力 回答 他 们 提出 的 问题 。 


在 接近 一 个 小 时 的 提问 之 后 ， 我 们 才 进 入 试卷 上 的 第 二 题 。 此 
时 ， 所 有 考生 均 已 离 场 ， 整 个 教室 空 荡 沪 的 。 显 然 ， 我 是 需要 被 “特殊 
照顾 ?的 唯一 考生 。 我 想 ， 他 们 在 安排 考场 时 ， 肯 定 想方设法 让 每 个 教 
室 里 的 犹太 考生 不 超过 两 名 。 


第 二 道 题 要 求 我 写 出 求解 两 个 钞 数 比 的 导数 的 算式 。 这 道 题 的 要 
求 非常 明确 ， 只 需 写 出 算式 ， 并 不 需要 给 出 定义 或 证 明 过 程 。 不 过 ， 
即便 如 此 ， 考 官 们 仍然 要 求 我 回答 大 量 的 微 积 分 问题 。 


“导数 的 定义 是 什么 ? 
然而 ， 我 给 出 的 导数 标准 定义 又 涉及 极限 概念 。 


“极限 的 定义 是 什么 ? ”他 们 接 下 来 问 ,“ 什 么 是 函数 ? ”他 们 提出 
各 种 问题 刁难 我 。 
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时 间 又 过 去 了 一 个 半 小 时 ， 其 中 一 位 考官 对 我 说 : 
“好 了 。 这 两 道 题 的 回答 就 到 此 为 止 吧 。 接 下 来 请 你 回答 下 面 这 道 


题 。 


他 给 出 的 这 道 题 很 难 ， 解 答 时 需要 用 到 所 谓 的 *“ 施 图 姆 定 
HE” (Sturm principle) ， 这 方面 的 知识 学 校 并 没有 教 过 。 但 是 ， 幸 好 
我 在 函授 课程 里 学 过 ， 因 此 我 答 出 了 这 道 题 。 正 当 我 在 闻 邓 可 可 地 完 
成 最 后 的 计算 步 又 时 ， 这 位 考官 回 到 了 考场 。 


“做 完了 吗 ? 。 
“ 快 了 。” 


他 看 了 一 眼 我 的 试卷 。 点 无 疑问 ， 他 看 出 我 的 解答 十 正确 的 ， 而 
且 我 正在 完成 最 后 的 运算 。 


“等 一 等 ，” 他 说 , “我 们 换 一 道 题 。” 


我 惊奇 地 发 现 ， 他 这 次 给 出 的 问题 的 难度 是 上 一 道 题 的 两 倍 。 不 
过 ， 我 没有 被 难 住 。 然 而 ， 当 我 做 题 做 到 一 半 时 ， 这 位 考官 义 一 次 打 
lat T EK ° 


“还 没 做 完 ? Mt, “AMR IE © ” 


QUARKS AEG aE, ea GE BOR EAE 
ARF, UL, TEXTURED PP aT SEL , 
7a] HEM ° DUE LEN F aa Zee BUA — oh ° F- A, ihe 
ME: 已 知 一 个 圆 和 圆 外 处 于 同一 平面 上 的 两 氮 ， 过 这 两 点 画 一 个 圆 ， 
使 该 圆 与 第 一 个 圆 只 有 一 个 交点 。 


但 是 ， 真 要 解答 的 话 过 程 却 十 分 复杂 。 我 觉得 ， 即 便 是 一 位 数学 
方面 的 专家 也 未 必 能 立刻 找到 答案 。 这 里 要 用 到 “ 反 演 ” inversion) 
这 个 技巧 ， 或 者 需要 经 过 一 番 非 常 复杂 的 几何 作 图 过 程 才 能 完成 。 但 
是 这 两 种 方法 在 高 中 都 没有 教授 过 ， 因 此 这 道 题 不 应 该 出 现在 试题 当 
中 o 


我 学 过 “ 反 演 ”的 方法 ， 也 知道 在 这 里 要 用 到 它 。 于 是 我 开始 解 
答 ， 但 是 儿 分 钟 后 ， 口 试 官 们 又 回来 了 ， 坐 到 了 我 的 苗 边 。 其 中 一 个 
考 家 说 : 


告诉 你 ， 我 刚才 把 你 的 情况 癌 招 生 委员 会 的 副 主任 做 了 报告 。 
他 问 我 ， 我 们 为 什么 还 要 在 你 身上 少 费 时 间 .…… 你 看 ，” 他 指 着 一 份 看 
上 去 很 正式 的 表格 ， 这 份 表 格 我 从 来 都 没有 见 到 过 ， 上 面 写 着 几 行 字 
迹 流 草 的 字 ,“ 在 解答 试卷 上 的 第 一 道 题 时 ， 你 的 答案 不 完整 。 你 连 圆 
的 定义 都 不 清 芭 ， 所 以 我 们 判定 这 道 题 你 答 错 了 “。 至 于 第 二 道 题 ， 你 
的 解答 表明 你 的 数学 基础 并 不 牢固 ， 但 是 揭 强 说 得 过 去 ， 所 以 我 们 判 
了 半 对 。 因 此 ， 你 没 能 完整 地 解答 第 一 题 ， 第 二 题 也 没 答对 。 那 么 ， 
第 三 题 呢 ? 你 也 没 解 答 出 来 最 终 ， 我 们 别 无 选择 ， 只 能 判 你 不 合 
Ko? 


我 看 了 看 表 ， 从 考试 开始 到 现在 ， 已 经 过 去 4 个 多 小 时 了 “。 我 已 经 
筋疲力尽 了 。 


“我 能 看 看 笔试 成 绩 吗 ? ” 


另 一 位 口试 官 走 到 那 张 大 朱子 前 ， 把 我 的 试卷 拿 过 来 ， 放 到 我 的 
面前 。 我 在 翻 看 试卷 时 ， 悦 和 若 身 处 超 现 实 电影 当中 。 我 所 有 题 的 答案 
都 古 正 确 的 ， 解 答 过 程 也 没有 问题 。 但 是 ， 试 卷 上 却 留 下 了 很 多 评 
语 ， 全 部 是 铅笔 字迹 (我 猜 ， 这 是 因为 铅笔 字迹 容易 被 擦 掉 ) 。 而 
且 ， 这 些 评语 都 元 廖 至 极 ， 束 像 有 人 对 我 开 了 一 个 天 大 的 玩笑 。 我 至 
今 还 清楚 地 记得 其 中 一 条 评语 。 在 运算 过 程 中 ， 我 写 了 “8>2”， 它 的 


旁边 有 一 条 评语 : AU”, Ria ABS BA, HIE 
确 地 解答 了 所 有 5 道 题 之 后 ， 他 们 给 了 我 几 分 呢 ? 不 是 5 分 ， 也 不 是 4 
分 ， 而 是 3 分 ! 在 俄罗斯 ，3 分 等 于 C。 我 的 这 些 解答 难道 只 能 得 C 吗 ? 


我 知道 一 切 都 结束 了 ， 我 说 : “ 那 好 吧 。” 

一 个 考官 问 : “你 准备 上 诉 吗 ? ” 

我 知道 有 一 个 上 诉 委员 会 ， 但 是 ， 上 诉 又 有 什么 意义 呢 ? 也 许 笔 
试 成 绩 可 以 从 3 分 提高 到 4 分 ， 但 是 对 口试 成 绩 提 出 上 诉 则 会 困难 得 
多 。 即 便 我 的 口试 成 绩 提高 到 3 分 ， 那 义 如 何 呢 ? 我 还 要 面临 两 场 考 
试 ， 他 们 总 有 办 法 淘汰 我 。 


乔治 :斯 皮 罗 (George Szpiro) 在 《美国 数学 
of the American Mathematical Society) 里 这 样 写 道 


学 会 通告 》 (Notices 


如 果 考 生死 里 逃生 ， 通 过 了 笔试 和 口试 ， 他 在 必 考 的 俄罗斯 语 
论文 写作 考试 中 也 会 不 及 格 ， 评 语 肯定 是 “主题 阐述 不 充分 ”。 在 被 
判定 不 合格 后 ， 考 生 即 使 提出 上 诉 ， 胜 诉 的 可 能 性 也 几乎 为 零 。 上 
诉 的 最 好 结果 是 不 予 受理 ， 最 糟糕 的 结果 则 是 因为 “ 茧 视 考官 而 受 
到 惩戒 。 


更 重要 的 问题 和 证 ， 这 所 大 学 千方百计 阻挠 我 入 学 ， 难 道 我 仍 要 去 
这 样 的 学 校 就 读 吗 ? 我 回答 道 : “不 上 诉 。 而 且 ， 我 希望 撤回 入 学 申 


请 。” 


考官 们 立刻 释 估 了。 我 放弃 上 诉 束 意味 着 他 们 也 无 须 再 费劲 了 ， 
他 们 邦 上 麻烦 的 可 能 性 也 小 多 了 。 


“好 的 ，” 不 断 提问 的 那 位 考官 说 , “我 马上 把 你 的 申请 材料 拿 给 
Mi? 


我 们 走出 教室 ， 进 了 电梯 ， 电 梯 里 只 有 我 们 两 个 人 。 那 位 考官 显 
然 心情 很 好 ， 电 梯 门 关上 后 ， 他 说 : “你 考 得 非常 梭 ， 你 的 表现 令 人 赞 
疏 。 我 甚至 怀疑 ， 你 是 不 是 上 过 数学 专科 学 校 ? ” 

“我 住 在 小 镇 里 ， 那 里 没有 数学 专科 学 校 。” 

“ 真 的 吗 ? 那 你 的 父母 是 学 数学 的 吧 ? ” 

“不 是 ， 他 们 都 是 工程 师 。” 


“ 太 不 可 思议 了 .….. 没 上 过 数学 专科 学 校 ， 数 学 竞 然 会 这 么 棒 ， 这 
样 的 情况 我 以 前 从 未 遇 到 过 。” 


在 一 场 耗 时 近 5 个 小 时 且 极 度 不 公平 的 考试 中 ， 这 个 家 伙 刚 刚 判 我 
不 合格 ， 却 一 转 脸 束 说 出 这 些 话 来 ， 这 真 的 令 我 难以 置信 。 在 我 看 
来 ， 他 扼杀 了 一 名 考生 成 为 数学 家 的 梦想 ， 然 而 ， 这 名 考生 才 16 允 ， 
唯一 的 原因 就 是 他 出 身 于 犹太 家 庭 ..…... 现 在 ， 这 个 家 伙 竞 然 对 我 大 加 
MID, MONEE eta CANT BR > UOT ERAN HHS? 


但 是 ， 我 又 能 说 什么 呢 ? Tit AL Be BH Ate fe FIR IR oR LE — 
28° GA, DBT Sth e Tre, FMA EAB IL, te 
AW ° HERB UL: “我 给 你 一 个 建议 吧 ， 你 可 以 去 报考 莫斯科 石油 天 然 
气 学 院 。 那 里 有 应 用 数学 专业 ， 非 常 檬 ， 而 且 他 们 可 以 招收 像 你 这 样 
的 学 生 。” 


电梯 门 开 了 。 一 分 钟 后 ， 他 把 我 的 申请 材料 文件 夹 递 给 我 。 我 在 
中 学 取得 的 各 种 获奖 证 书 从 文件 夹 中 露出 来 ， 有 厚 厚 一 到， 十 分 扎 
HR ° 


“ 祝 你 好 运 。?” 他 说 。 但 是 ， 我 身心 俱 疲 ， 没 有 回应 他 ， 我 只 想 赶 
快 离开 那里 ! 
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我 走 了 出 去 ， 踏 在 莫斯科 天 学 这 栋 气 势 恢 宏 的 教学 楼 门 前 那 宽 阔 
的 楼 梯 上 “。 我 再 一 次 呼吸 到 夏天 的 新 鲜 至 气 ， 远 处 传 来 大 城市 的 哈 贵 
声 。 天 快 轩 了， 周围 几乎 看 不 到 其 他 人 。 我 一 眼 束 看 到 了 我 的 父母 ， 
从 始 至 终 ， 他 们 一 直 在 楼 梯 这 儿 等 我 ， 户 眼 欲 罕 。 当 他 们 看 到 我 的 表 
情 ， 还 有 那个 夹 在 我 腋 下 的 文件 夹 时 ， 他 们 立刻 知道 了 考试 结 采 。 
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理论 数学 与 应 用 数学 


考试 结束 的 那天 晚上 ， 我 和 父母 亲 很 晚 才 回 到 家 。 我 们 还 没有 从 
这 个 沉重 的 打击 中 恢复 过 来 ,怎么 也 无 法 相信 白天 所 发 生 的 一 切 。 


这 次 考试 让 我 的 父母 亲 都 感到 一 种 揪心 的 痛 。 我 跟 他 们 一 直 很 杀 
密 ， 他 们 也 总 是 给 我 无 条 件 的 爱 和 文 持 ， 从 不 逼 我 更 加 刻苦 地 学 习 ， 
也 没有 强迫 我 选择 某 个 职业 ， 而 是 功 励 我 奶 逐 目 己 的 梦想 。 当 然 ， 他 
们 也 会 为 我 取得 的 成 绩 而 骄傲 目 寮 。 这 次 考试 对 他 们 来 说 是 一 个 彻 撒 
的 打击 ， 不 仅 因 为 考试 中 的 种 种 不 公平 ， 更 因为 他 们 觉得 目 己 没有 能 
力 保护 好 目 己 的 儿子 。 


30 年 前 ， 也 就 是 1954 年 ， 父 亲 淘 望 成 为 一 个 理论 物理 学 家 的 梦想 
被 无 情 地 粉碎 了 。 我 的 祖父 和 成 千 上 万 的 无 束 人 民 一 样 ， 遭 到 了 政治 
迫害 。1948 年 ， 有 人 捏造 了 一 个 罪名 ， 指 控 他 试图 炸 毁 高 尔 基 州 (+ 
天 的 下 诡 夫 哥 罗 德州 ) 的 大 型 汽车 制造 六 ， 他 因此 被 逮捕 。 祖 父 被 视 
为 “人民 公 栈 ”， 目 然 ， 父 亲 岗 是 ”人民 公 铸 的 儿子 ”。 


父亲 当时 正 准 备 报考 高 尔 基 大 学 物理 系 。 在 填写 申请 表 时 ， 他 无 
法 回避 这 段 历 史 。 他 在 高 中 时 获得 了 无 数 采 誉 ， 人 们 都 觉得 他 一 定 会 
被 永 取 ， 但 是 面试 环节 却 将 他 拒 之 门 外 。 父 亲 只 好 去 一 所 工科 学 校 吏 


二 


JR” 
30 年 过 去 了 ， 我 又 走 上 了 父 杀 的 老路 。 


但 是 ， 我 们 没有 时 间 目 怨 目 艾 。 我 们 必须 迅速 决定 下 一 步 该 怎么 
走 ， 认 真 考虑 我 要 报考 哪 所 学 校 。 所 有 学 校 的 招生 考试 都 被 安排 在 8 月 
份 同时 进行 ， 现 在 只 剩 下 两 周 时 间 了 ， 而 我 只 能 报考 其 中 一 所 。 


第 二 天 一 早 ， 父 杀 叉 匆匆 忙 忙 地 去 了 莫斯科 ， 他 觉得 莫斯科 大 学 
那 位 考官 的 建议 可 行 。 看 起 来 ， 那 位 考官 真 的 是 想 要 帮助 我 ， 可 能 是 
想 为 他 的 不 公正 做 法 做 些 补偿 吧 。 父 亲 到 达 莫 斯 科 之 后 ， 束 径直 去 了 
石油 天 然 气 学 院 因 的 招生 办 公 室 。 父 亲 想 方 设法 找到 一 个 愿意 帮忙 的 


人 ， 并 向 他 描述 了 我 的 情况 。 那 个 人 告诉 父亲 ， 因 为 有 大 量 与 我 情况 
类 似 的 考生 在 被 莫斯科 大 学 拒 收 后 ， 都 转 而 报考 石油 天 然 气 学院 ， 
此 报考 应 用 数学 专业 的 考生 水 平 较 高 ， 想 通过 招生 考试 绝 不 是 轻 而 易 
举 的 事 。 但 是 ， 他 又 说 : “如果 你 的 儿子 真 像 你 说 的 那么 优秀 ， 那 么 他 
肯定 会 彼 录 取 。 我 们 学 校 在 招生 考试 中 不 会 层 视 犹太 人 。” 


“但 是 ， 我 还 要 说 明 一 点 ，” 最 后 ， 他 告诉 父亲 ，“ 掌 管 研究 生 院 的 
是 另外 一 群 人 ， 我 想 ， 你 儿子 将 来 有 可 能 进 不 了 研究 生 院 。” 


不 过 ， 那 是 5 年 以 后 的 事 了 ， 当 时 还 不 必 操 心 。 


父亲 在 莫斯科 还 考察 了 设 有 应 用 数学 专业 的 其 他 几 所 学 校 ， 但 是 
校方 的 态度 都 不 像 石 油 天 然 气 学 院 那 么 友好 。 所 以 ， 那 天 晚上 父亲 回 
到 家 向 我 们 说 明了 情况 之 后 ， 我 们 立刻 决定 报考 石油 天 然 气 学 院 ， 并 
且 申 请 应 用 数学 专业 。 

在 莫斯科 ， 有 好 几 所 为 各 行 各 业 培 养 工程 技术 人 员 的 学 校 ， 其 中 


包括 冶金 学 院 、 铁 道 工 程 学 院 (苏联 的 很 多 高 校 都 叫 “ 学 院 ”) 。 马克 . 
索 尔 (Mark Saul) 


在 文章 中 指出 ， 从 20 世 纪 60 年 代 后 期 开始 ， 更 斯 科大 学 的 反 犹 太 
人 做 法 拒绝 了 “大 量 犹太 裔 高 中 毕业 生 中 的 数学 人 才 ”。 而 石油 天 然 气 
学 院 抓 住 了 这 个 契机 ， 招 收 了 很 多 高 素质 的 犹太 裔 高 中 毕业 生 。 


从 石油 天 然 气 学 院 的 绰号 “区 erosinka” (煤油 炉 ) 就 可 以 看 出 这 
所 院 校 的 与 众 不 同 与 其 所 奉行 的 犬 儒 主 义 。 煤 油 炉 是 一 种 以 煤油 为 
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具 。 因 此 ,石油 天 然 气 学 院 的 学 生 与 毕业 生 被 人 们 称 
作 “kerosineshchiks”， 而 学 院 则 变 成 了 犹太 学 生 的 乐土 ， 它 为 这 些 
对 数学 怀 有 美好 懂 慑 的 学 生 提 供 了 民 好 的 教学 环境 。 


当时 ， 石 油 天 然 气 学 院 的 院 长 是 弗 拉 基 米 尔 : 尼 科 拉 维 奇 - 维 诺 格拉 
多 夫 (Vladimir Nikolaevich Vinogradov) 。 他 头脑 灵活 ， 善 于 管理 ， 
并 且 因为 招聘 热衷 于 教学 研究 创新 的 人 担任 老师 ， 以 及 在 教室 里 推广 
使 用 新 型 教学 技术 而 享有 盛名 。 他 制定 了 一 项 政策 ， 规 定 所 有 考试 
(包括 入 学 考试 ) 都 采用 笔试 形式 。 当 然 ， 即 便 是 笔试 ， 中 间 也 可 能 
会 有 黑幕 (比如 我 在 莫斯科 大 学 参加 的 那 场 笔试 ) ， 但 是 ， 我 在 莫 斯 
科大 学 口试 中 的 遭遇 不 会 重演 。 我 暗自 撕 测 ， 公 平 对 竺 犹太 裔 学 生 的 
做 法 可 能 只 是 院 长 个 人 的 决定 。 如 果真 是 这 样 ， 那 么 他 必须 具有 坚定 
的 意志 ， 同 时 ， 还 需要 一 些 勇 气 。 


我 们 认为 石油 天 然 气 学 院 的 入 学 考试 中 不 会 存在 歧视 问题 ， 事 实 
也 确实 如 此 。 我 在 第 一 场 数 学 笔试 中 得 到 5 分 ， 也 整 是 A。 在 中 学 阶段 
得 过 金奖 的 考生 ， 如 果 在 第 一 场 考 试 中 得 A， 束 会 被 直接 采取 。 
此 ， 我 无 须 参 加 后 面 的 考试 。 但 是 ， 第 一 场 考试 的 5 分 得 来 并 不 容易 ， 
中 间 还 有 一 个 项 为 怪异 的 插曲 。 阅 着 人 在 同 目 动 评 分 系统 输入 我 的 答 
案 时 ， 明 显 犯 了 个 错误 ， 结 有 末 ， 我 的 成 绩 最 初 只 是 4 分 ， 即 B。 我 只 好 
局 动 上 诉 程序 ， 这 意味 着 我 还 得 等 上 几 个 小 时 。 其 间 ， 各 种 粳 薰 的 念 
头 在 我 脑海 里 出 现 。 不 过 ， 等 到 我 同上 诉 委员 会 做 了 陈述 之 后 ， 他 们 
很 快 束 发 现 并 纠正 了 这 个 错误 。 他 们 为 此 辣 我 道歉 ， 我 的 入 学 考试 由 
此 落下 了 帷幕 。 


mK 米 OK 


9 月 1 日 ， 狐 的 学 年 开始 了 ， 我 见 到 了 我 的 新 同学 。 石 油 天 然 气 学 
院 应 用 数学 专业 每 年 招收 50 名 新 生 (而 莫斯科 大 学 力学 与 数学 系 的 招 
生 人 数 接近 500 人 ) 。 在 我 的 同学 中 ， 很 多 人 都 有 与 我 相似 的 遭遇 ， 他 
们 也 都 十 尖 脑 聪明 、 有 数学 天 赋 的 年 轻 人 。 


班 上 的 同学 大 多 古 莫 斯 科 人 ， 只 有 两 个 人 例外 。 我 是 其 中 之 一 ， 
另 一 个 则 是 来 自 基 什 尼 奥 夫 的 米 沙 ` 斯 英利 亚 元 (Misha Smolyak) ， 我 
们 还 成 了 室友 。 对 于 家 不 在 莫斯科 的 考生 ， 只 有 在 高 中 毕业 之 前 获得 


过 金奖 ， 才 可 以 报考 石油 天 然 气 学 院 。 我 非常 幸运 ， 恰 好 符合 这 个 条 
人 


我 的 新 同学 中 有 很 多 人 曾 就 读 于 莫斯科 最 好 的 中 学 ， 他 们 还 参加 
过 数学 特别 课程 的 学 习 。 有 的 同学 大 学 毕业 后 选择 数学 教学 作为 职 
业 ， 现 在 在 全 世界 最 优秀 的 大 学 里 任教 。 仅 仅 在 我 们 这 一 个 班 的 毕业 
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院 的 帕 夏 . 艾 廷 葛 夫 (Pasha Etingof) ， 布 兰 迪 斯 大 学 的 迪 马 : 克 莱 伯 克 
(Dima Kleinbock) 和 莫斯科 高 等 经 济 学 校 的 米 沙 : 芬 凯 伯 格 (Misha 
Finkelberg) 。 刁 处 这 样 的 环境 中 ， 我 们 不 由 自主 地 会 摩 拳 探 掌 ， 学 习 
劲头 十 足 。 


石油 天 然 气 学 院 的 数学 课程 起 点 较 高 ， 其 中 数学 分 析 、 沁 函 分 
析 、 线 性 代数 等 基础 课程 的 难度 与 莫斯科 大 学 相当 。 但 是 ， 石 狂 天 然 
气 学 院 没有 开设 几何 、 折 扑 学 等 纯 数 学 理论 课程 ， 仅 教授 应 用 数学 课 
程 。 因 此 ， 我 们 接受 的 数学 教育 主要 是 为 了 应 用 ， 更 确切 地 说 ， 是 为 
石油 天 然 气 探测 与 开采 服务 。 在 我 们 学 习 的 课程 中 ， 有 很 多 是 偏重 于 
应 用 的 ， 包 括 最 优化 理论 、 数 值 分 析 、 概 率 与 统计 学 ， 还 包括 相当 一 
部 分 的 计算 机 科学 课程 。 


有 机 会 学 习 这 些 应 用 数学 课程 ， 我 感到 非常 高 兴 ， 因 为 这 些 课程 
让 我 明日 了 一 个 道理 : “理论 ”数学 与 "应 用 ”数学 之 间 并 没有 一 条 不 可 
逾越 的 鸿沟 ， 深 奥 的 应 用 数学 知识 必须 以 精 竣 的 理论 数学 知识 为 基 
础 。 不 过 ， 虽 然 这 些 学 习 应 用 数学 的 经 历 让 我 收获 频 丰 ， 但 是 我 对 理 
论 数 学 的 爱 仍然 矢志 不 渝 。 我 下 定 决 心 ， 要 想 办 法 去 学 习 石 油 天 然 气 
学 院 没 有 开设 的 理论 数学 课程 。 


踏破 铁 鞋 无 疯 处 ， 得 来 全 不 费 工夫 。 在 与 我 交往 其 密 的 一 些 同学 
中 ， 有 的 在 高 中 时 期 殉 读 于 在 莫斯科 竺 有 盛名 的 数学 专科 学 校 。 他 们 
也 十 犹 太 人 ， 跟 我 一 样 ， 在 更 斯 科大 学 的 入 学 考试 中 被 无 情 地 淘汰 ， 
只 能 眼 巴 巴 地 看 着 没有 犹太 血统 的 同学 一 个 个 顺利 地 路 入 莫斯科 大 学 


的 门 酸 。 现 在 ， 他 们 与 那些 同学 取得 了 联系 ， 对 莫斯科 大 学 力学 与 数 
学 系 的 情况 有 所 了 解 ， 知 道 那 里 开设 的 一 些 重 要 课程 ， 而 且 清楚 上 课 
的 时 间 和 地 点 。 开 学 后 的 第 二 周 ， 我 的 一 个 同学 (我 现在 回想 ， 他 应 
该 是 迪 马 : 殉 莱 伯 克 ) 对 我 说 : 


“我 们 准备 去 莫斯科 大 学 旁听 基 里 洛 夫 的 课 ， 你 和 我 们 一 起 去 
ny?» 
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把 守 ， 需 要 有 特别 通行 证 才能 进入 。 

“没事 儿 ，” 那 位 同学 说 ,， “我 们 翻 栅栏 进去 。>” 

实施 这 个 计划 要 冒 很 大 的 风险 ,但 同时 又 顾 为 刺激 ， 因 此 我 
说 : “我 去 。” 


洲 米 米 


莫斯科 大 学 教学 楼 侧面 的 栅栏 非常 高 ， 大 多 有 20 英 尺 〈 约 6 米 ) 
高 ， 但 是 有 一 处 的 金属 栏杆 弯曲 了 ， 人 可 以 从 那里 钻 进去 。 但 是 ， 接 
下 来 怎么 办 呢 ? 我 们 沿 着 侧门 进入 大 楼 ， 罕 过 几 段 长 长 的 走廊 ， 进 入 
厨房 。 接 着 ， 我 们 尽量 在 不 引起 忙 碌 的 厨房 工作 人 员 注 意 的 情况 下 ， 
悄悄 地 穿 过 厨房 进入 餐厅 ， 再 进入 大 楼 主 入 口 处 的 门厅 。 最 后 乘 电梯 
上 到 14 楼 ， 进 入 礼堂。 


亚历山大 . 基 里 洛 夫 (Alexander Alexandrovinch Kirillov， 人 们 亲昵 
地 称 他 为 “San Sanych”) 讲课 非常 棒 ， 人 品 也 特别 好 。 多 年 后 ， 我 有 
潍 结 识 了 这 位 老师 。 现 在 回想 起 来 ， 他 当时 讲授 的 是 一 门 标准 的 本 科 
生 课 程 ， 以 他 的 那 本 颇 有 影响 力 的 巨著 为 主线 ， 介 绍 “ 表 示 法 理 


ve” (representation theory) 。 此 外 ， 他 还 为 研究 生 主持 学 术 研 讨 会 。 
这 些 课 ， 我 们 也 都 “学 听 ”了 。 


我 们 能 够 伐 驻 得 到 这 样 的 机 会 ， 特 别 要 感谢 基 里 党 夫 的 善心 。 他 
的 儿子 舒 里 克 (Shurik， 现 在 于 纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 任教 授 ) 与 我 
的 同学 迪 蕊 : 克 莱 伯 克 和 西 尔 玛 :霍金 (Syoma Hawkin) 是 高 中 同学 ， 
都 曾 就 读 于 179 中 学 (这 是 一 所 数学 专科 学 校 ) 。 显 而 易 见 ， 基 里 洛 夫 
对 莫斯科 大 学 的 招生 内 幕 知 之 甚 详 。 多 年 后 ， 他 告诉 我 ， 他 当时 也 无 
能 为 力 ， 招 生 委员 会 根本 不 允许 他 插手 招生 事务 。 因 此 ， 他 可 以 提供 
的 唯一 帮助 就 是 让 我 们 偷偷 地 和 券 听 他 的 课 。 


在 上 课时 ， 基 里 洛 夫 尽 可 能 地 不 让 石油 天 然 气 学 院 的 学 生 受 到 排 
挤 。 大 学 一 年 级 的 生活 给 我 留 下 的 美好 回忆 之 一 ， 束 是 聆 昕 他 发 人 深 
省 的 教诲 。 另 外 ， 我 还 参加 过 亚历山大 : 鲁 达 科 夫 (Alexander 
Rudakov) 主持 的 一 次 学 术 人 研讨 会 ， 那 也 是 一 段 令 人 难 坊 的 经 历 。 


与 此 同时 ， 我 还 在 石油 天 然 气 学 院 抓 住 一 切 机 会 ， 如 饥 似 光 地 学 
习 数 学 。 我 当时 住 校 ， 周 末 回 家 时 ， 每 隔 一 两 周 束 要 去 见 叶 夫 根 尼 : 叶 
夫 根 尼 耶 维 奇 。 他 给 我 列 出 书 单 ， 我 则 汇报 学 习 进 展 。 但 是 不 久 后 ， 
我 觉得 这 样 的 节 委 不 利于 我 保持 学 习 的 势头 与 动力 。 我 需要 找 一 位 可 
以 经 种 健 头 的 导师 一 一 他 不 仅 能 给 我 指导 ， 还 能 布置 一 些 问 题 让 我 外 
研 。 由 于 我 不 在 莫斯科 大 学 力学 与 数学 系 束 读 ， 因 此 无 法 利用 那里 丰 
富 的 教研 货源 。 而 且 ， 我 性 格 内 同 ， 不 愿意 找 一 个 像 基 里 洛 夫 这 样 的 
老师 ， 让 他 单独 辅导 ， 给 我 布置 研究 课题 。 抓 立 无 援 的 感受 悄然 伶 上 
我 的 心头 ， 到 1986 年 春天 的 那个 学 期 (我 在 石油 天 然 气 学 院 的 第 二 学 
年 ) ， 我 的 数学 学 习 开 始 陷入 圳 足 不 前 的 困境 。 面 对 种 种 不 利 因素 ， 
我 开始 怀疑 目 己 ， 认 为 目 己 可 能 真 的 无 法 实现 成 为 数学 家 的 梦想 。 


1. 当时 ， 该 校 的 名 称 为 古 布 金石 油 化 工 与 天 然 气 工 业 学 院 ， 得 名 于 长 期 担任 苏联 石油 
天 然 气 部 长 的 伊 几 - 古 布 金 (LM. Gubkin) 。 在 我 就 读 该 校 期 间 ， 校 名 变更 为 古 布 金石 
油 天 然 气 学 院 ， 随 后 又 更 改 为 古 布 金石 油 天 然 气 大 学 。 


ENE SS UL ir Be 


束 在 我 开始 感到 绝望 时 ， 情 况 有 了 转机 。 有 一 天 课 间 休息 时 ， 我 
在 石油 天 然 气 学 院 的 走廊 里 页 到 了 亚历山大 : 尼 古 拉 耶 维 奇 :瓦尔 券 科 
(Alexander Nikolaevich Varchenko) 。 瓦 尔 琴 科 是 我 们 学 院 的 一 位 受 
人 尊敬 的 数学 老师 ， 也 是 世界 闻名 的 数学 家 ， 他 的 老师 弗 拉 基 米 尔 . 阿 
诺 德 (Vladimir Arnold) 是 苏联 数学 界 的 泰斗 。 


“你 有 没有 兴趣 人 研究 一 个 数学 问题 呢 ?” 他 问 我 。 


“当然 原意 。”" 我 说 ,，“ 是 哪 一 类 题目 啊 ?“ 我 回答 的 语气 很 平淡 ， 
就 好 像 并 不 是 什么 问题 我 者 愿意 接手 。 


“这 是 我 在 研究 中 遇 到 的 一 个 问题 。 我 觉得 这 个 题目 不 错 ， 可 以 交 
给 像 你 这 样 聪 明 的 学 生 。 人 研究 这 方面 问题 的 专家 是 德 米 特 里 : 鲍 里 索 维 
奇 : 富 克 斯 (Dmitry Borisovich Fuchs) 。” 这 个 人 我 听 说 过 ， 也 是 一 位 
著名 的 数学 家 。“ 我 已 经 跟 他 说 过 了 ， 他 同意 指导 学 生 人 研究 这 个 课题 。 
这 是 他 的 电话 号 码 ， 你 给 他 打 个 电话 ， 他 会 告诉 你 要 做 什么 。” 


像 瓦尔 琴 科 这 样 经 验 丰 富 的 数学 家 ， 在 人 研究 中 经 常会 遇 到 各 种 尚 
未 解决 的 数学 问题 。 如 末 此 类 问题 与 目 己 的 研究 方向 非常 接近 ， 他 可 
能 会 亲 目 解决 这 个 问题 。 但 是 ， 数 学 家 们 不 会 在 过 到 每 一 个 问题 时 都 
亲自 解决 ， 而 是 把 这 些 问题 《通常 是 他 们 认为 比较 简单 的 问题 ) 分 派 
给 学 生 完 成 。 有 时 候 ， 这 个 问题 也 可 能 跟 这 位 老师 的 研究 领域 没有 直 
接 联 系 ， 但 他 〈 她 ) 却 比 较 感 兴趣 。 瓦 尔 琴 科 交 给 我 的 问题 就 属于 此 
类 情况 ， 他 介绍 该 领域 的 专家 富 克 斯 来 指导 我 ， 也 是 出 于 这 个 考虑 。 
总 体 说 来 ， 这 是 数学 界 的 社会 化 合作 中 经 常 发 生 的 一 种 “交易 ”。 


但 是 ， 这 一 次 的 安排 还 是 有 点 儿 异 乎 寻常 ， 因 为 富 死 斯 并 不 是 任 
何 大 学 的 正式 老师 。 多 年 以 来 ， 他 一 直 与 其 他 一 些 具 有 顶尖 水 乎 的 数 
学 研究 人 员 一 起 ， 私 下 里 教授 有 数学 天 赋 却 被 莫斯科 大 学 拒 之 | 门 外 的 
学 生 ， 试 图 帮助 他 们 控 脱 歧视 的 困扰 。 


他 们 组 织 了 多 种 活动 ， 其 中 包括 被 称 为 “犹太 人 民 大 学 ”的 夜校 。 
富 克 斯 等 人 积极 地 投身 于 夜校 的 教学 活动 中 ， 为 学 生 们 授 谋 答疑， 有 
的 课 甚至 个 安排 在 石油 天 然 气 学 院 的 礼堂 里 进行 。 当 然 ， 这 都 古 我 入 
学 之 前 的 事情 了 。 


Bi Be ve ODL i BE A JE eB EE et QE (Bella Muchnik 
Subbotovskaya) 这 位 英勇 的 女性 组 织 起 来 的 ， 她 是 夜校 的 灵魂 人 物 。 
不 幸 的 是 ， 她 遭遇 了 一 场 被 怀疑 为 谋杀 的 车 补 ， 被 一 辆 卡车 撞 死 了 。 
在 失去 了 她 的 领导 之 后 ， 夜 校 很 快 束 分 般 离 机 了 “。 事 实 上 ， 在 我 到 石 
油 天 然 气 学 院 上 学 之 前 ， 犹 太 人 民 大 学 就 已 经 不 存在 了 。 


尽管 夜校 已 经 不 存在 了 ， 但 还 是 有 一 小 部 分 数学 老师 ， 在 私 底 下 
从 事 教 学 活动 ， 一 对 一 地 帮助 像 我 这 样 遭 遇 卜 视 的 人 。 他 们 找到 那些 
有 发 展 前 景 的 学 生 ， 茵 励 并 指点 他 们 学 习 ， 有 时 候 甚 至 会 提供 全 面 辅 
叶 。 瓦 尔 佬 科 在 过 到 一 个 数学 问题 需要 让 学 生 人 研究 时 ， 他 完全 可 以 通 
过 目 己 的 关系 ， 在 莫斯科 大 学 力学 与 数学 系 找 一 名 学 生 去 做 ， 但 他 却 
把 这 个 任务 区 给 了 在 石油 天 然 气 学 院 上 学 的 我 ， 而 且 富 克 斯 也 愿意 投 
AWS Tata Sit, JRE HE 
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私 、 不 求 回 报 的 帮助 ， 我 肯定 不 能 走 上 数学 研究 的 道路 。 虽 然 我 在 石 
油 天 然 气 学 院 学 习 应 用 数学 ， 也 去 莫斯科 大 学 劳 听 理论 数学 ， 但 这 些 
还 远 远 不 够 。 没 有 人 人 指导， 任何 学 生 都 无 法 独立 完成 研究 工作 ， 导 师 
绝对 不 可 或 缺 。 


不 过 ， 当 时 我 并 不 清楚 这 一 切 ， 我 只 知道 我 拿 到 的 是 着 名 数学 家 
富 克 斯 的 电话 号 码 ， 我 将 在 他 的 指导 下 完成 一 个 项 目 。 这 实在 令 人 难 
以 置信 ， 我 不 知道 最 终结 有 果 会 脏 么 样 ， 但 是 我 清楚 ， 我 的 处 境 已 经 发 
生 了 重大 转变 。 


当天 晚上 ， 我 鼓 足 勇气 ， 在 电话 亭 里 给 富 克 斯 打 了 一 个 电话 。 我 
先 做 了 一 下 自我 介绍 。 

“l 哦 ， 我 知道 。” 富 克 斯 说 ,“ 我 这 里 有 一 篇 论文 ， 希 望 你 能 看 一 
看 。” 


第 二 天 ， 我 们 见 了 面 。 富 殉 斯 的 外 貌 完全 出 乎 我 的 预料 ， 他 身材 
很 高 大 ， 一 副 生 意 人 的 模样 。 


“给 你 。* 他 递 给 我 一 篇 文章 的 单行 本 ,“ 读 一 读 。 有 任何 地 方 看 不 
懂 ， 都 可 以 给 我 打 电 话 。” 


我 小 心酸 细 地 接 过 论文 ， 仿 佛 目 己 捧 在 手 里 的 是 圣杯 。 


这 定语 克 斯 几 年 前 写 的 一 篇 关于 “ 洲 群 ”(\braid group) 的 论文 , 一 
共有 12 页 。 当 天 上 晚上， 我 束 开 始 阅 读 了 。 


在 这 之 前 ， 我 一 边 目 学 ， 一 边 接受 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 的 指 
导 ， 已 经 有 三 年 时 间 了 。 看 来 ， 这 三 年 时 光 没 有 昌 费 ， 我 不 仅 认 识 标 
题 中 的 每 一 个 词 ， 而 且 标 题 的 意思 我 也 能 理解 。 我 决定 独立 看 完整 篇 
文 草 ， 这 可 是 关系 到 目 苯 心 的 事 啊 。 我 已 经 开始 想象 ， 如 琳 我 能 做 a 到 
独立 阅读 并 和 弄 民 这 篇 文章 ， 富 克 斯 在 知道 后 会 露出 一 副 什 么 样 的 表 


情 。 


此 前 ， 我 昕 说 过 “六 群 * 的 概念 。 在 本 书 第 2 草 ， 我 们 已 经 讨论 过 群 
的 概念 了 ， 辫 群 束 是 一 种 典型 的 群 。 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 在 介绍 
群 的 概念 时 结合 了 对 称 的 概念 ， 把 群 中 的 所 有 元 素 看 作 某 个 物体 的 旋 
转 操作 。 例 如 ， 循 环 群 包含 圆桌 (或 者 任何 “ 圆 形 物体) 的 对 称 操 
作 ， 而 包含 4 种 旋转 操作 的 群 则 跟 方 桌 (或 者 任何 “方形 ”物体 ) 相关 。 
建立 了 群 的 概念 之 后 ， 我 们 束 可 以 找 出 其 他 一 些 例子 。 事 实 上 ， 有 很 
多 群 都 与 对 称 无 天 ， 讨 论 对 称 群 的 首要 目的 是 引入 群 的 概念 。 这 样 的 


做 法 其 实 很 和 常见。 人们 之 所 以 会 建立 某 个 数学 概念 ， 其 原因 往往 是 数 
学 〈 或 者 物理 、 生 物 学 、 工 程 技术 等 ) 领域 出 现 的 一 些 新 问题 和 现 
象 ， 但 是 随后 ， 该 概念 很 有 可 能 被 用 于 其 他 领域 ， 甚 至 对 这 些 非 数学 
领域 具有 非常 重要 的 意义 。 


研究 表明 ， 很 多 群 并 不 是 来 源 于 对 称 ， 辫 群 束 古 其 中 之 一 。 


不 过 ， 当 时 我 并 不 知道 在 现实 世界 中 ， 辫 群 的 概念 已 经 被 应 用 于 
编码 学 、 量 子 计 算 和 生物 学 。 (这 些 应 用 将 在 后 文中 进行 讨论 。) 尽 
管 如 此 ， 这 些 抽象 的 数学 概念 的 类， 仍然 让 我 为 之 折腰 。 


对 于 任 一 自然 数 n=1，2，3，.… 总 存在 一 个 辫 群 ， 我 们 可 以 用 这 
些 日 然 数 为 每 一 个 辩 群 命名 。 通 常 ， 我 们 把 办 群 命名 为 Bh。 当 n=1 
时 ， 我 们 得 到 辫 群 B1;， 当 n=2 时 ， 得 到 辫 群 B8， 依 此 类 推 。 


我 们 在 描述 圆桌 和 方 曙 的 对 称 群 时 ， 需 要 爷 描 述 群 里 所 包含 的 对 
称 操 作 。 同 理 ， 我 们 在 描述 立 群 Bu 时 ， 也 需要 移 描述 群 中 的 元 素 。 次 
群 Bn 的 元 聚 被 称 作 由 nm 条 线 生成 的 辫子 。 例 如 ， 下 图 表示 当 n=5 时 生成 
的 辨 子 。 我 们 想象 有 两 块 坚固 透明 的 平板 ， 每 块 板 上 各 钉 有 5 里 钉子 ， 
将 一 块 平 板 上 的 一 颗 钉 子 与 男 一 块 平 板 上 的 一 颗 钉 子 用 一 条 线 连接 。 
由 于 平板 是 透明 的 ， 因 此 我 们 能 看 到 每 条 线 的 全 貌 。 每 条 线 可 以 通过 
任意 方式 与 其 他 线 编织 在 一 起 ， 但 是 不 允许 自身 缠绕 打 结 。 每 颗 钉 子 
只 可 以 连接 一 条 线 ， 两 块 平 板 的 位 置 一 旦 确定 束 再 也 不 变 了 。 


于 是 ， 两 块 平板 和 数量 不 确定 的 线 构 成 了 一 个 辨 子 ， 这 就 好 像 一 
辆 汽车 包含 四 个 车 轮 、 一 个 变速 囊 、 四 局 车 门 等 。 考 虑 辫子 时 ， 我 们 
不 是 把 这 些 组 成 元 素 分 拆 开 来 ， 而 是 把 它们 作为 一 个 整体 加 以 考虑 。 


\ 
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的 辫子 古 如 何 形 成 沸 群 的 。 此 时 ， 我 们 需要 描述 两 条 这 样 的 辫子 古 如 
何 结合 起 来 的 。 换 言 之， 我 们 需要 利用 两 条 由 n 条 线 生 成 的 办 子 ， 生 成 
男 一 条 由 n 条 线 生成 的 辫子 ， 这 个 过 程 与 把 两 种 旋转 操作 结合 成 第 三 种 


旋转 操作 非 第 相似。 人 然后， 我们 还 需要 检验 这 一 结合 是 否 满足 第 2 章 里 
所 列 出 的 结合 的 特性 。 


现在 ,假设 我 们 有 两 条 关子。 为 了 用 这 两 条 辫子 生成 第 三 条 尖 
子 ， 我 们 按照 下 图 ( 见 下 页 ) Prose, RP ET ARE 
子 的 上 面 ， 让 钉子 对 齐 ， 并 将 这 两 块 平板 相 接 位 置 的 上 方 和 下 方 处 的 
对 应 钉子 上 的 线 连接 起 来 。 


最 后 得 到 的 第 三 条 辫子 ， ee 倍 ， 但 高 度 并 不 是 问题 。 
我 们 可 以 缩短 线 的 长 度 ， 使 线 的 最 终 高 度 与 之 前 一 样 ， 同 时 你 持 各 线 
原先 相互 缠绕 的 方式 不 变 。 瞧 ! Fy eee. 现在 生成 了 一 
新 因子。 这 就 是 办 群 的 双 辫 结合 规则 。 


由 于 辩 群 并 非 产 生 于 对 称 ， 因 此 最 好 不 要 把 上 述 操作 看 成 “ 结 

” (而 在 讨论 对 称 群 时 ， 这 样 考 虚 却 没有 任何 问题 ， 而 是 把 它 看 作 
ee 加 法 ?或 “乘法 ”。 从 这 个 角度 来 看 ， 辫 于 比较 像 
数字 ， 当 然 ， 如 采 你 愿意 ， 也 可 以 把 它 看 成 是 “头发 的 数目 ”。 


yy 
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已 知 两 个 整数 ， 我 们 把 它们 相 加 ， 将 得 到 一 个 新 的 整数 。 同 样 ， 
己 知 两 条 辫子 ， 我 们 也 可 以 利用 上 述 规则 ， 得 出 一 条 新 辫子 。 因 此 ， 
我 们 可 以 把 这 个 操作 看 作 两 条 辫子 的 “加 法 ”。 


现在 ， 我 们 必须 检查 对 辫子 进行 的 这 种 “加 法 ”运算 是 否 满足 群 的 
所 有 特性 (或 公理 ) 。 首 先 ， 我 们 需要 确定 恒 等 元 。 (在 循环 群 中 ， 


恒 等 元 是 对 应 0 度 旋 转 操作 的 那个 点 。 ) 在 办 群 中 ， 恒 等 元 应 如 下 图 
( 见 下 页 ) 所 示 ， 所 有 线 都 不 弯曲 、 不 缠绕 ， 是 一 种 “平凡 ” (trivial) 
办 子 。 这 种 办 子 中 所 有 的 线 都 没有 相互 纠缠 ， 就 像 0 度 旋转 操作 意味 着 

根本 没有 旋转 一 样 。 

接 下 来 ， 我 们 需要 找 出 辫子 b 的 逆 元 (在 循环 群 中 ， 逆 元 就 是 同一 
角度 的 反 癌 旋转 操作 ) 。 如 果 把 办 子 b 与 其 逆 元 相 加 ， 根 据 上 壕 规 则 ， 
我 们 将 得 到 “ 恒 等 兴 子 ” (identity braid) 。 


办 子 b 的 逆 元 是 该 兴 子 相对 于 底面 平板 的 镜像 。 如 果 我 们 根据 规则 


将 辫子 与 其 逆 元 结合 ， 我 们 就 可 以 对 所 有 连 线 进行 重新 调整 ， 使 其 构 
BULLSEYE 


到 目前 为 止 ， 有 一 个 重要 内 容 我 一 直 避 而 不 谈 ， 现 在 则 需要 将 其 
介绍 给 各 位 读者 。 如 末 我 们 不 是 六 断 或 重新 连接 状 子 中 的 线 ， 而 是 以 
任意 方式 拉扯 、 延 长 或 缩短 这 些 线 ， 就 能 从 这 条 辫子 得 到 男 外 一 条 因 
子 ， 而 且 反 之 亦 可 ， 那 么 ， 我 们 认为 这 两 条 办 子 没有 任何 不 同 。 换 言 
之 ， 与 线条 连接 的 钉子 不 能 变 ， 线 也 不 能 打 结 ， 在 满足 这 些 条 件 后 ， 
我 们 就 可 以 随意 处 理 这 些 线 了 。 我 们 可 以 借助 梳 兴 子 来 理解 ， 梳 关子 
AY, PPAR (只 不 过 更 漂亮 了) 。 从 这 个 意义 上 看 ， 办 子 
与 其 镜像 相 加 ， 所 得 结果 与 恒 等 兴 子 “ 相 同 ?"， 甚 至 说 “相同 ”也 不 算 准 
确 ， 因 为 在 我 们 重新 编织 辫子 中 的 线 之 后 ， 得 到 的 就是 一 个 恒 等 闪 
aoe 


由 此 我 们 发 现 ， 群 的 公理 ， 包 括 结合 (或 相 加 ) 、 人 恒 等 与 反 演 ， 
都 得 到 了 满足 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 由 mn 条 线 构成 的 辫子 可 以 形 
成 群 ! 


为 了 更 具体 地 了 解 辫 群 的 特点 ， 我 们 来 仔细 观察 一 下 最 简单 的 溺 
群 ， 即 由 两 条 线 构成 的 办 群 B2。 (由 一 条 线 构成 的 辩 群 B1 只 有 一 个 元 
素 ， 无 须 讨论 。) 我 们 为 群 中 的 各 元 素 赋值 整数 NW， 这 里 的 整数 包 
括 : BRU, 2, 3, ...5 0; 以 及 目 然 数 的 负数 -1，-2，-3，.. 


我 们 为 恒 等 关 子 赋 值 0。 如 下 图 所 示 ， 如 果 尖 子 中 的 线 从 上 方 平板 
左 钉 处 开始 并 从 为 一 条 线 下 方 罕 过 ， 那 么 我 们 给 它 赋 值 1， 如 果 该 线 与 
男 一 条 线 缠 到 了 一 起 ， 那 么 我 们 给 它 赋值 2， 依 此 类 推 。 


如 有 果 该 线 方 同 与 上 述 方 辐 相 反 ， 那 么 我 们 为 涂 子 几 值 负数 .如果 
该 线 从 男 一 条 线 上 方 罕 过 ， 那 么 我 们 给 它 赋值 -1， 如 采 该 线 与 男 一 条 
线 缠绕 ， 那 么 我 们 给 它 赋值 -2， 依 此 类 推 。 如 下 图 所 示 : 


按照 上 述 方法 赋予 关子 的 数值 被 称 作 “ 交 叉 次 数 ” (number of 
overlaps) 。 如果 两 条 辫子 的 交叉 次 数 相同 ， 我 们 可 以 通过 “梳理 ” 线 的 
方式 让 这 两 条 办 子 相互 转换 。 换 言 之 ， 根据 交 义 次 数 束 可 以 确定 特定 
的 辨 子 。 因 此 ， 由 两 条 线 构 成 的 辫子 与 整数 形成 了 一 一 对 应 天 系 。 


有 一 个 概念 我 们 一 直 认 为 它 的 存在 是 理所当然 的 ， 这 里 有 必要 提 
一 下 : 所 有 整数 的 集合 本 身 就 是 一 个 群 ! 也 就 是 说 ，“ 恒 等 元 ”是 数字 
0， 对 于 任意 整数 Vy， 其 “ 反 演 ”是 _-N。 这 样 ， 第 2 章 里 列 出 的 群 的 所 有 
属性 ， 整 数 群 也 都 满足 。 的 确 ，N+0=N， 而且 N+ (-N) =0。 


我 们 刚才 的 发 现 说 明 ， 由 两 条 线 构成 的 辫 群 与 整数 群 拥有 相同 的 
内 部 结构 。 


在 整数 群 中 ， 无 论 整数 a 与 5p 相 加 时 的 先后 次 序 如 何 变 动 ， 其 尽 和 
都 保持 不 变 : 


a+b=b+a 


办 和 群 B9 也 具有 相同 的 特点 ， 具 有 这 种 属性 的 群 被 称 作 “ 可 换 
群 * 或 “ 阿 贝 尔 群 为 了 问 挪 威 数 学 家 尼 尔 斯 : 阿 贝 尔 (Niels Henrik 
Abel) 致敬 而 以 他 的 名 字 命 名 ]。 


在 由 三 条 以 上 的 线 构 成 的 关子 中 ， 连 线 相互 缠绕 的 复杂 程度 远 远 
超过 由 两 条 线 构 成 的 办 子 。 在 描述 缠绕 模式 时 ， 仅 仅 介绍 交叉 次 数 是 
不 够 的 (参见 上 文中 由 5 条 线 生成 的 办 子 示 意图 ) ， 因 为 交叉 的 方式 同 
样 重要 。 此 外 ， 由 三 条 以 上 的 线 构 成 的 关子 在 相 加 时 ， 其 先后 次 序 

( 即 两 条 辫子 相 加 时 ， 哪 条 辫子 位 于 顶部 ， 可 参见 上 文 描述 对 辫子 进 
行 相 加 操作 的 示意 图 ) 也 会 对 结果 产生 影响 。 换 句 话说 ， 在 办 和 群 Bn 
(n=3, 4, 5, ...) 中 ， 一 般 有 


a+b#b+a 
这 样 的 群 叫 作 “ 非 可 换 群 * 或 “ 非 阿 贝尔 群 ”。 
辫 群 有 很 多 重要 的 实际 应 用 ， 例 如 ， 它 们 被 用 于 构建 高 效 安全 的 


公共 密 钥 。 


逻 群 的 另外 一 个 顾 具 前 景 的 应 用 方向 是 通过 创建 量子 粒子 [被 称 
作 “ 任 意 子 ” (anyon) ] 的 复杂 辫子 来 设计 量子 计算 机 。 这 些 量子 粒子 
的 运动 轨迹 相互 交错 ， 交 又 部 分 则 被 用 来 建立 量子 计算 机 的 “人 逻辑 
门 ” (logic gate) 。 


办 群 在 生物 学 中 也 有 应 用 。 已 知 一 条 由 n 条 线 构 成 的 辫子 ， 我 们 可 
以 给 两 块 平 板 上 的 钉子 从 左 至 右 编 号 为 1 至 n。 然 后 ， 将 两 块 平板 上 相 
同 编号 钉子 连接 的 线 首 尾 相 连 ， 这 样 ， 束 形成 了 一 个 数学 家 所 谓 的 “ 链 
环 ”， 即 多 个 环 路 相互 交织 的 联合 体 。 


至 (的 


在 上 图 所 示 的 例子 中 只 有 一 个 环 路 ， 数 学 家 称 之 为 “ 纽 
结 ”(knot) 。 一 般 情 况 下 ， 溺 群 包含 多 条 闭合 的 环线 。 


数学 上 的 链 环 与 纽 结 理论 可 以 应 用 于 生物 学 。 例 如 ， 人 研究 DNA 与 
酶 的 结合 。 我 们 把 DNA 的 分 子 看 作 一 条 线 ， 将 酶 的 分 子 看 作 男 一 条 
线 。 两 者 结合 而 形成 的 纽 结 一 点 儿 也 不 “ 平 几 ”， 可 能 会 改变 DNA 的 结 
构 。 因 此 ， 两 者 缠绕 的 方式 非常 重要 。 事 实证 明 ， 可 以 用 数学 方法 对 
DNA 与 酶 结合 而 成 的 链 环 进行 研究 ， 这 为 人 们 掌握 DNA 的 重组 机 制 提 
供 了 新 思路 。 


办 子 的 几何 意义 同样 是 数学 领域 的 重要 研究 内 容 。 为 理解 其 几何 
意义 ， 我 们 可 以 考虑 有 n 个 点 在 平面 上 可 能 的 分 布 情况 。 我 们 假设 这 些 
点 各 不 相同 ， 即 对 于 任意 两 点 ， 它 们 在 平面 上 的 位 置 都 不 一 样 。 我 们 
选择 其 中 一 种 情况 ， 例 如 ，n 个 点 分 布 在 一 条 直线 上 ， 相 邻 点 之 间 的 距 
离 相等 。 我 们 再 把 每 个 点 都 看 成 一 只 小 虫子 ， 在 音乐 声响 起 后 ， 这 些 
虫子 束 活 跃 起 来 ， 开 始 在 平面 上 谎 。 如 采 我 们 把 时 间 看 作 坐 标 系 的 纵 
轴 ， 虫 子 的 运动 轨迹 台 会 像 一 条 线 。 如 果 这 些 虫子 在 平面 上 的 位 置 永 
远 不 相同 ， 即 假设 虫子 之 间 不 会 彼此 磁 撞 ， 那 么 ， 代 表 虫 子 运 动 轨迹 
的 线束 永远 不 会 相交 。 在 播放 音乐 时 ， 虫 子 围绕 彼此 运动 ， 就 像 游子 
中 的 线 一 样 。 不 过 ， 在 一 段 固定 的 时 间 之 后 ， 我 们 停止 播放 音乐 ， 此 
时 ， 我 们 要 求 虫子 像 刚 开始 那样 排 成 直线 ， 但 是 其 所 处 的 位 置 可 以 随 
意 交 换 。 因 此 ， 如 采 把 所 有 虫子 的 运动 轨迹 看 作 一 个 集合 ， 那 么 该 集 
合 与 由 n 条 线 生 成 的 团子 将 极为 相似 。 


因此 ， 由 mn 条 线 生 成 的 辫子 可 以 被 看 作 乎 面 上 m 个 不 同 的 点 所 构成 


集合 的 空间 路 径 。 


瓦尔 琴 科 安排 我 在 富 克 斯 指导 下 研究 的 那个 问题 ， 与 一 种 叫 作 “ 换 
位 子 群 ” (commutator subgroup) 的 办 群 有 一 定 关 系 。 别 瑟 了 ， 两 条 线 
构成 的 辫子 ， 线 的 相交 次 数 是 确定 的 。 无 论 某 条 辫子 是 由 多 少 条 线 构 
成 的 ， 我 们 都 可 以 用 一 个 类 似 的 数字 为 该 关子 赋值 。 我 们 就 利用 这 个 
办 法 为 含有 n 条 线 的 辫 群 定义 其 换 位 子 群 . 换 位 子 群 包括 总 相交 次 数 为 
0 的 所 有 辫子 。 


在 研究 这 个 问题 时 需要 计算 群 Bh 的 “贝蒂 数 ”(\Betti numbers), 
贝蒂 数 能 够 反映 这 些 群 在 实际 应 用 中 具有 重要 作用 的 深层 次 属性 。 我 
们 以 一 个 具体 的 物体 来 打 个 比方 例如， 房子 。 房 子 包 含 多 种 特点 : 
有 的 部 分 特点 比较 直观 ， 例 如 楼 层 、 房 间 、|] 窗 等 ， 而 有 的 部 分 特点 
则 不 那么 直观 ， 例 如 建筑 材料 的 特性 。 同 样 ， 群 也 有 多 种 特点 ， 贝 带 
数 表 现 出 来 的 特点 就 是 其 中 之 一 。 此 前 ， 富 克 斯 本 人 计算 过 Bn 的 贝 带 


数 。 他 让 我 看 他 写 的 论文 ， 目 的 束 是 让 我 对 这 方面 的 内 容 有 基本 的 了 
解 。 


在 研读 那 篇 论文 时 ， 我 遇 到 了 一 两 个 我 尚未 和 弄 明 日 的 概念 和 年 
义 ， 但 是 因 为 我 已 经 收藏 了 不 少数 学 方面 的 专著 和 资料 ， 所 以 我 可 以 
通过 查阅 这 些 资 料 ， 目 行 解决 这 些 问 题 。 一 周 之 后 ， 我 完成 了 阅读 任 
务 ， 便 给 定 克 斯 打 了 个 电话 。 


“ 哦 ， 是 你 啊 ， ”他 说 , “我 还 在 想 你 怎么 没 给 我 打 电 话 呢 。 你 开始 
读 那 篇 文章 了 吗 ? ” 


“已 经 开始 读 了 ， 德 米 特 里 . 鲍 里 索 维 奇 。 事 实 上 ， 我 已 经 读 完 
了 oOo 


“ 读 完 了 ? ” 富 克 斯 似乎 大 吃 一 惊 。“ 那 我 们 见 个 面 吧 ， 你 跟 我 说 说 
你 都 从 中 学 到 了 什么 。” 


富 克 斯 把 见面 时 间 安 排 在 第 二 天 ， 等 他 参加 完 一 个 专题 研讨 会 之 
后 ， 束 在 莫斯科 大 学 与 我 见面 。 在 为 这 次 见面 做 准备 时 ， 我 又 反复 地 
阅读 那 篇 文章 ， 揣 麻 如 何 回答 富 克 斯 可 能 问 到 的 问题 。 像 富 克 斯 这 样 
的 世界 知名 的 数学 家 ， 不 可 能 因为 同情 束 指 导 一 个 学 生 ， 他 肯定 会 设 
置 非常 高 的 门框 。 我 知道 ， 我 们 的 第 一 次 交流 其 实 是 一 种 面试 ， 因 此 
我 担 切 布 望 能 给 他 留 下 一 个 好 印象 。 


我 们 在 约定 的 时 间 见 了 面 ， 然 后 在 力学 与 数学 系 的 走廊 里 找 了 张 
长 党 坐 下 ， 这 个 地 方 不 会 有 人 打扰 。 侍 好 后 ， 我 开始 向 富 克 斯 汇报 我 
的 阅读 心得 。 富 克 斯 昕 得 很 认真 ， 贫 尔 会 问 一 两 个 问题 。 现 在 回想 ， 
他 当时 听 了 我 的 汇报 后 好 像 很 高 兴 。 他 问 我 是 从 哪里 学 到 这 些 内 容 
的 ， 我 把 叶 夫 根 尼 :时 夫 根 尼子 维 奇 给 我 的 指导 以 及 我 目 己 坚持 目 学 、 
到 力学 与 数学 系 听 课 等 经 历 都 告诉 了 他 ， 我 们 甚至 还 聊 到 了 我 参加 莫 
斯 科大 学 入 学 考试 的 事 〈 当 然 ， 富 死 斯 对 此 并 不 陌生 ) 。 


幸运 的 是 ， 我 们 的 这 次 见面 非常 顺利 。 我 掌握 的 数学 知识 给 富 克 
斯 留 下 了 深刻 的 印象 。 他 告诉 我 ， 我 的 能 力 已 经 足以 解决 瓦尔 众 科 提 
出 的 那个 问题 了 ， 而 且 他 愿意 为 我 提供 帮助 。 


那天 晚上 ， 在 从 藤 斯 科大 学 回去 的 路 上 ， 我 非常 兴奋 。 古 啊 ， 我 
忠 要 开始 独立 研究 数学 问题 了 ， 还 有 一 位 极其 优秀 的 世界 级 数学 家 为 
我 提供 指导 。 虽 然 力学 与 数学 系 的 入 学 考试 将 我 拒 之 门 外 ， 但 在 不 到 
两 年 的 时 间 里 ， 我 却 又 回 到 了 数学 圈子 。 一 想到 这 些 ， 我 束 由 囊 地 兴 
备 和 开心 。 
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项 开 数 学 世界 的 大门 


KY 


研究 数学 问题 束 像 玩 拼 图 游戏 ， 不 过 你 并 不 知道 最 后 会 得 出 什么 
结 末 。 这 个 问题 可 能 很 难 ， 可 能 很 简单 ， 也 可 能 无 解 ， 但 在 动手 之 前 
你 无 法 预知 。 这 种 不 确定 性 可 能 站 数学 家 成 长 道路 上 的 最 大 难题 。 而 
在 其 他 学 科 领 域 ， 束 连 解决 方案 应 该 具备 哪些 条 件 都 不 确定 ， 因 此 ， 
当 遇 到 无 法 解决 的 难题 时 ， 人 研究 者 可 以 改 弦 更 张 ， 得 出 多 种 答案 ， 其 
至 修改 游戏 规则 。 例 如 ， 如 果 我 们 接受 的 任务 是 提高 公司 员工 的 工作 
效率 ， 那 么 衡量 任务 是 否 完成 的 标准 到 底 是 什么 呢 ? 工作 效率 提高 了 
20%， 算 不 算 完 成 任务 了 呢 ? 提 高 10% 呢 ?但 在 数学 领域 ， 关于 成 功 
的 标准 有 明确 的 界定 ， 不 容 一 丝 含糊 。 要 人 么 成 功 ， 要 么 失败 ， 两 者 泾 
iBT HA 


我 要 解决 的 问题 是 计算 群 Bn 的 贝蒂 数 。 这 项 任务 没有 一 点 儿 可 变 
通 的 地 方 ，1986 年 我 刚 接触 这 个 问题 时 如 此 ， 时 至 今日 ， 对 于 熟悉 数 
学 语言 的 所 有 人 而 言 也 如 此 ， 即 便 再 过 一 百年 还 会 如 此 ， 没 有 丝 受 不 
Ae 


我 知道 定 克 斯 解决 过 类 似 问题 ， 而 且 我 了 解 他 所 使 用 的 方法 。 我 
在 为 完成 任务 做 准备 时 ， 通 常会 借鉴 解决 类 似 问 题 的 方法 ， 以 便 培 养 
自己 的 直觉 力 ， 并 掌握 一 些 技能 和 方法 。 但 是 ， 我 无 法 推断 在 所 有 这 
些 方 法 中 我 可 以 借鉴 哪些 、 应 该 如 何 借鉴 ， 我 也 无 法 预知 是 否 要 独创 
一 种 全 新 的 技术 手段 或 者 找 出 一 套 完 全 不 同 的 解决 方法 。 


所 有 数学 研究 人 员 都 会 有 此 类 困扰 *。 我 们 以 数学 界 著 名 的 费 马 大 
定理 为 例 ， 看 看 当 遇 到 一 个 易于 表述 却 难以 解答 的 问题 时 ， 人 们 应 该 
如 何 着 手 解 决 。 确 定 一 个 自然 数 n， 即 1，2，3，...， 考 虑 下 列 方程 
xt: 


x+yn= zn 


其 中 ，x，y，z 均 是 自然 数 。 


如 果 n=1， 那 么 上 述 方程 式 变 为 : 


X+Y=Z 


显然 ， 这 个 方程 式 在 自然 数 范围 内 有 很 多 解 ， 对 x 与 y 取 任意 值 
然后 令 z=x+y 即 可 。 注 意 ， 在 这 里 我 们 用 到 了 上 一 章 讨论 的 自然 数 的 加 
法 运算 。 


如 有 果 n=2， 那 么 上 述 方程 式 变 为 : 
X2+y2=72 
该 方程 式 同 样 有 很 多 正 整数 解 ， 例 如 : 


3°+4°=5° 


以 上 内 容 ， 古 代 的 人 都 已 经 掌握 了 ， 但 是 ， 那 时 的 人 们 却 不 清楚 
当 n 大 于 2 时 ， 此 方程 式 是 否 有 解 。 这 个 问题 似乎 很 简单 ， 解 决 这 样 的 
问题 能 有 什么 难度 呢 ? 


但 是 ， 事 实证 明 ， 这 个 问题 的 难度 相当 高 。1637 年 ， 法 国 数学 家 
皮 埃 尔 : 费 蕊 (Pierre Fermat) 在 一 本 旧书 的 书页 边 上 留 下 一 个 评注 ， 
指出 如 果 n 大 于 2， 则 该 方程 式 没 有 正 整 数 解 。 换 句 话说 ， 找 不 到 上 自然 
BXx > y > ZIRE: 


B+y3=z3 
或 者 满足 : 
x4+y4=z4 


如 此 等 等 。 


费 马 在 评注 中 声称 ， 他 找到 了 一 个 简单 的 方法 ， 能 证 明 当 n 大 于 2 
时 ， 该 命 古都 为 真 ， 但 是 “页 边 太 小 ， 无 法 写 出 证 明 过 程 ”。 众 多 数学 
研究 人 员 与 数学 爱好 者 都 把 费 马 的 评注 看 作 一 个 挑战 ， 试 图 复 现 费 马 
的 * 证 明 过 程 >， 因 此 这 个 问题 成 为 历史 上 最 有 名 的 数学 难题 ， 有 人 甚 
至 为 其 设立 了 专门 的 奖项 。 人 们 通过 文章 或 出 版 物 发 表 了 成 百 上 于 种 
证 明 方 法 ， 但 都 被 推翻 了 。350 年 来 ， 这 个 问题 一 直 世 而 未 决 。 


1993 和 年， 普林斯顿 大 学 的 数学 家 安德鲁 - 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 
宣布 完成 了 费 马 大 定理 的 证 明 。 但 是 ， 乍 一 看 ， 他 的 证 明 过 程 竟 与 该 
问题 风 马 牛 不 相 及 。 怀 尔 斯 没有 证 明 我 马 大 定理 ， 而 是 给 出 了 “ 志 村 - 
谷山 - 韦 伊 猜想 ”(\Shimura-Taniyama-Weil conjecture) 的 证 明 过 程 。 该 
猜想 表述 起 来 要 复杂 得 多 ， 而 且 与 费 马 大 定理 没有 一 点 儿 相 似 之 处 。 
但 是 ， 几 年 前 ， 加 州 大 学 伯克利 分 校 的 数学 家 肯 . 里 贝 特 (Ken Ribet) 
证 明 ， 该 猜想 预示 了 费 马 大 定理 必然 成 立 (我 将 在 第 8 章 做 详细 介 
绍 ) 。 我 希望 大 家 明白 ， 看 上 去 比较 简单 的 问题 ， 却 未 必 容 易 解答 。 
现在 ， 大 家 都 清楚 ， 费 马 大 定理 虽然 是 费 马 提出 的 ， 但 他 很 有 可 能 
没有 完成 证 明 工 作 。 为 了 完成 这 项 工作 ， 人 们 拓展 了 若干 数学 分 支 。 
不 知 有 多 少 代 数学 研究 人 员 前 赴 后 继 、 呕 心 汤 血 ， 才 取得 了 目前 的 进 
展 o 


但 是 ， 看 看 这 个 其 貌 不 扬 的 方程 : 


xn+yJ= zn 


有 谁 知 道 它 苋 然 需要 如 此 之 多 的 付出 呢 ? 它 的 复杂 程度 完全 出 乎 
人 们 的 意料 | 


对 于 任何 一 道 数 学 难题 ， 你 都 不 知道 在 解答 它 时 会 涉及 哪些 内 
容 ， 你 只 能 和 希望 甚至 祈祷 目 己 可 以 完 类 地 解决 这 个 问题 ， 最 好 在 解答 
过 程 中 还 能 有 所 发 现 。 当 然 ， 你 肯定 希望 目 己 能 在 有 生 之 年 完成 这 项 
工作 ， 而 绝 不 会 希望 等 上 350 年 才 找到 答案 。 


洲 米 米 


吕 我 研究 的 这 个 问题 而 言 ， 我 还 是 比较 壮 运 的 。 事 实 上 ， 我 只 花 
了 比较 短 的 时 间 一 一 大 约 两 个 月 ， 束 找到 了 一 个 完美 的 答案 。 但 是 ， 
过 程 并 不 轻松 ， 这 当然 是 数学 领域 的 常态 。 我 莹 试 过 很 多 种 方法 ， 每 
次 失败 之 后 ， 我 都 越发 诅 形 ， 也 更 加 焦虑 。 上 毕竟， 这 是 我 第 一 次 研 守 
一 个 数学 问题 ， 目 然而 然 会 把 这 个 问题 视 为 检 难 我 是 否 具备 数学 家 小 
质 的 第 一 个 考验 。 


在 研究 这 个 问题 的 同时 ， 我 还 在 石油 天 然 气 学 院 继续 我 的 学 业 ， 
努力 通过 每 门 考试 。 当 然 ， 我 的 第 一 要 务 还 是 研究 这 个 问题 。 我 夜 以 
继 日 地 思考 、 研 究 ， 甚 至 周末 也 不 休息 。 我 给 目 己 的 压力 实在 太 大 
了 ， 以 至 于 睡眠 出 现 了 问题 ， 这 在 之 前 从 未 有 过 。 失 眠 是 数学 研究 给 
我 市 来 的 第 一 个 “副作用 ”， 在 随后 好 儿 个 月 的 时 间 里 ， 它 把 我 折磨 得 
痛 藻 不 堪 。 因 此 ， 以 后 再 研究 数学 问题 时 ， 我 绝 不 允许 目 己 如 此 “ 投 


我 几乎 每 周 都 与 富 克 斯 在 力学 与 数学 系 的 教学 楼 中 磁头 ， 癌 他 汇 
报 我 取得 的 进展 与 伴 到 的 困难 (在 此 之 前 ， 他 给 我 办 了 一 张 通行 证 ， 
我 就 再 也 不 需要 钻 栅栏 了 ) 。 富 殉 斯 不 断 地 帮助 我 、 或 励 我 ， 每 次 见 
面 都 会 教 给 我 一 些 新 知识 ， 提 供 人 研究 的 新 视角 ， 我 则 会 在 研究 中 加 以 
应 用 。 


洲 米 米 


在 研究 了 一 段 时 日 之 后 ， 有 一 天 ， 我 有 了 突破 ， 找 到 了 答案 ， 或 
者 更 准确 地 说 ， 是 正确 答案 区 着 五 彩 祥 云 出 现在 了 我 的 脑海 里 。 

那天 ， 我 正 采 用 一 种 标准 方法 计算 贝蒂 数 。 这 种 方法 是 富 克 斯 教 
给 我 的 ， 叫 作 “ 谱 序列 ”(spectral sequence) 。 有 了 这 种 方法 ， 只 要 知 
道 所 有 了 群 Bj 的 贝蒂 数 ， 基 本 上 就 可 以 计算 出 群 B A 


(m<n) 。 当 然 ， 需要 说 明 的 是 ， 我 也 不 知道 群 BH 的 贝 带 数 究竟 是 多 


但 是 ， 我 至 少 找到 了 一 个 解决 问题 的 方法 : 如 采 我 能 猜 出 正确 答 
案 ， 我 束 能 顺藤摸瓜 ， 找 到 证 明 方 法 。 


猜 答案 说 起 来 容易 做 起 来 难 ， 需 要 进行 多 次 “抽样 计算 ” (sample 
computation) ， 这 导致 问题 变 得 越发 复杂 了 。 我 算 了 很 长 时 间 ， 却 一 
直 没 有 从 计算 结果 中 发 现 什 么 规律 。 


突然 之 间 ， 我 有 了 灵感。 那 种 豁然 开明 的 感觉 太 棒 了 ， 束 像 在 拼 
图 游戏 完成 之 后 ， 一 幅 精 美 绝伦 的 图 画 呈 现在 我 面前 ， 那 种 摄 人 人心 蜡 
的 美 让 我 兴奋 不 已 。 那 些 无 法 入 睡 的 不 眠 之 夜 ， 也 一 下 子 变 得 无 比值 
cae 


平生 第 一 次 ， 我 拥有 了 一 份 独一无二 的 财富 。 我 对 宇宙 有 了 新 的 
感悟 ， 它 不 是 治疗 癣 钙 的 妙 方 ， 而 是 价值 连城 的 知识 ， 只 归 我 一 人 所 


at 


WRIA IS RMA MS, UE Et ES YI PR oe, ° ABE 
BB IK EI, ROE, ONE RE PRAY 
Mc KEE, Mita, Rage aS ZEA ce 
数学 研究 工作 了 。 


洲 米 OK 


答案 的 确 出 人 意料 ， 并 且 远 比 富 死 斯 和 我 预想 的 有 意思 。 我 发 
现 ， 对 于 自然 数 n 的 每 一 个 约 数 (就 是 我 们 所 考虑 的 辫子 中 线 的 数 
量 ) ， 存 在 群 Bn 的 贝蒂 数 ， 该 贝 带 数 与 该 约 数 的 “ 欧 拉 函数 ”(Euler 


function) 相等 。 


欧 拉 函数 以 一 个 目 然 数 为 任意 目 然 数 d 赋 值 ， 记 作 g(q) ， 表 示 数 值 
在 1 与 d 之 间 且 与 4 互 质 的 整数 的 个 数 ， 即 与 4 没有 公约 数 (当然 ，1 除 
外 ) 的 整数 的 个 数 。 


假设 d=6， 那 么 ，1 与 6 互 质 ， 与 2 不 互 质 (2 是 6 的 约 数 ) ; 与 3 不 
互 质 (3 也 是 6 的 约 数 ) ; 与 4 不 互 质 (4 与 6 有 公约 数 2) ; 与 5 互 质 ; 与 
本 身 不 互 质 。 简 言 之 ， 在 1 与 6 之 间 ， 与 6 互 质 的 自然 数 有 两 个 ， 分 别 是 
1 和 5。 因 此 ，6 的 欧 拉 函 数 等 于 2， 记 作 g(6) =2 ° 


欧 拉 函数 在 实践 中 有 多 种 应 用 ， 例 如 ， 它 可 用 于 在 线 交 易 ， 作 为 
信用 卡号 码 加 密 的 RSA 加 密 演算 法 。 欧 拉 画 数 之 所 以 如 此 命名 ， 是 为 
了 向 18 世 纪 瑞 士 数 学 家 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 (Leonhard Euler) 致敬 。 


我 后 来 发 现 贝 蒂 数 是 由 欧 拉 函数 给 出 的 ， 这 一 事实 表明 辩 群 与 数 
论 之 间 存 在 一 些 隐 藏 起 来 的 联系 。 由 此 看 来 ， 我 所 研究 的 这 个 数学 问 
题 ， 其 重要 意义 可 能 远 远 超出 我 们 当初 的 想象 。 


因此 ， 我 迫不及待 地 想 告 诉 主 死期 这 个 发 现 。 当 时 是 1986 年 6 月 ， 
距离 我 和 富 克 斯 的 第 一 次 会 面 已 经 过 去 了 近 三 个 月 的 时 间 。 此 时 ， 富 
到 斯 和 妻子 市 着 两 个 年 幼 的 女儿 离开 莫斯科 ， 去 莫斯科 附近 的 郊外 别 
墅 过 暑假 了 。 还 好 ， 他 们 别墅 的 位 置 与 我 家 在 同一 个 方向 上 ， 我 乘 火 
车 回 家 时 在 中 途 下 车 ， 束 可 以 去 找 他 了 ， 非 常 方 便 。 


宣 克 斯 按照 惯例 先 给 我 倒 了 杯 菏 ， 然 后 开始 问 起 我 的 研究 进展 。 
“我 已 经 把 那个 问题 解决 了 ! ” 


我 抑制 不 住 内 心 的 激动 ， 以 至 于 在 介绍 证 明 方 法 时 ， 我 的 语言 
AAI LIBAL, (RRA, BEART 了。 他 一 脸 兴 奋 。 


“ 太 好 了 。” 他 说 ,“ 非 稼 好 ! 搂 下 来 ， 你 得 把 你 的 发 现 写成 论 


文 。 


这 是 我 第 一 次 写 数学 论文 。 我 发 现 ， 撰 写 论 文 与 做 数学 研究 相 
比 ， 令 人 诅 形 的 程度 一 点 儿 也 不 少 ， 但 给 人 带 来 的 乐趣 却 甚 是 寒 容 。 
在 知识 的 前 沿 领 域 探 寻 新 的 规律 ， 是 一 件 令 人 神魂 颠倒 、 兴 耕 不 已 的 
事情 ， 而 坐 到 桌 旁 厘清 思路 ， 把 这 些 新 发 现 写 成 论文 ， 其 乐趣 与 研究 
本 吴 却 有 天 壤 之 别 。 后 来 有 人 告诉 我 ， 所 写 论 文 是 我 们 必须 经 受 的 惩 
罚 ， 谁 让 你 享受 了 那 种 由 数学 新 发 现 带 来 的 热血 沸腾 的 快感 呢 ! 这 是 
我 第 一 次 接受 这 样 的 惩罚 。 


富 克 斯 非常 认真 ， 每 次 看 完 我 的 论文 后 ， 他 都 会 指出 其 中 的 不 足 
之 处 ， 并 提出 改进 的 建议 ， 我 每 次 拿 回来 的 文稿 都 被 改动 得 面目 全 
非 。 他 在 帮助 我 时 ， 也 从 来 不 计较 名 利得 失 。 从 一 开始 ， 我 就 把 他 当 
成 论文 的 共同 作者 ， 并 署 上 了 他 的 姓名 ， 但 他 断然 拒绝 了 。“ 这 是 你 写 
的 论文 。” 他 说 。 终 于 ， 富 克 斯 认为 我 的 论文 修改 得 差不多 了 ， 并 建议 
我 投稿 到 《 泛 东 分析 及 应 用 》 (Functional Analysis and 
Applications) 。 这 份 数 学 杂志 的 负责 人 是 苏联 数学 研究 所 的 权威 伊 斯 
雷 尔 : 盖 尔 范 德 。 


次 尔 范 德 当时 70 罗 出 头 ， 号 体 壮 实 ， 极 具 个 人 魅力 。 他 是 砚 斯 科 
数学 界 的 一 个 传奇 人 物 ， 每 周 他 都 在 莫斯科 大 学 主教 学 楼 14 层 的 大 礼 
堂 主持 学 术 人 研讨 会 。 这 是 一 个 非常 重要 的 数学 学 术 活 动 和 社交 活动 ， 
已 经 有 50 多 年 的 历史 了 ， 吝 誉 全 世界 。 富 殉 斯 以 前 与 盖 尔 范 德 合作 过 
[他 们 的 合作 成 果 被 称 作 “ 盖 尔 范 德 - 富 克 斯 上 同调 ” (Gelfand-Fuchs 
cohomology) ， 得 到 了 同行 们 的 普 损 赞赏 ]， 他 还 是 盖 尔 范 德 学 术 人 研讨 
会 的 高 级 成 员 。[ 人 研讨 会 其 他 成 员 包括 基 里 说 夫 ， 他 以 前 是 吉尔 范 德 的 
学 生 ; 以 及 格拉 维 (M.I. Graev) ， 他 长 期 与 盖 尔 范 德 保持 合作 。] 


次 尔 范 德 主 持 的 学 术 人 研讨 会 与 我 所 参加 过 的 学 术 研 讨 会 大 不 一 
样 。 通 常 ， 学 术 研 讨 会 的 时 间 都 是 固定 的 〈 在 美国 一 般 为 一 小 时 或 一 
SEY) ， 会 上 安排 一 名 发 言 人 。 人 发言 人 提前 选 定 某 个 话题 ， 并 做 
好 准备 ， 偶 尔 会 有 听众 提出 问题 。 但 是 ， 次 尔 范 德 主 持 的 学 术 研 讨 会 


则 远 然 不 同 。 他 的 学 术 研 讨 会 在 每 周一 晚上 举行 ， 规 定 的 开始 时 间 是 7 
点 ， 不 过 ， 真 正 开 始 的 时 间 大 多 会 超过 7 点 30 分 ， 在 7 点 45 分 至 8 点 之 
间 。 在 开始 前 一 小 时 左右 的 时 间 里 ， 学 术 研 讨 会 的 成 员 们 ， 包 括 盖 尔 
范 德 本 人 (他 通常 在 7 点 15 分 至 7 点 30 分 到 场 ) ， 都 会 在 礼堂 里 和 礼堂 
外 面 的 大 休息 室 里 四 处 走动 ， 相 互 交 流 。 看 来 ， 盖 尔 范 德 的 本 意 就 是 
这 样 。 他 的 研讨 会 与 其 说 是 一 次 数学 研讨 活动 ， 还 不 如 说 是 一 场 社交 
活动 。 


大 多 数 出 席次 尔 范 德 学 术 人 研讨 会 的 数学 研究 人 员 并 不 在 砚 期 科大 
学 工作 ， 而 是 来 目 各 个 地 方 。 兽 尔 范 德 的 学 术 研 讨 会 是 他 们 唯一 可 以 
利用 的 平台 ， 他 们 在 这 里 与 同行 会 晤 ， 了 解数 学 界 的 最 新 动态 ， 分 至 
心得 ， 促 进 合 作 。 雷 尔 范 德 本 人 也 是 狐 太 人 ， 因 此 ， 大 家 认为 ， 他 的 
学 术 人 研讨 会 古 犹 太 人 的 一 个 “天 答 ”， 甚 至 古 犹 太 商 数学 研究 人 员 可 以 
在 莫斯科 市 参加 的 “唯一 数学 活动 ”( 或 者 说 寥寥 无 儿 的 数学 活动 之 
一 ) 。 豪 无 疑问 ， 论 坛 发 展 到 这 样 的 盛况 ， 盖 尔 范 德 是 非常 满意 的 。 


我 在 莫斯科 大 学 招生 考试 中 遭遇 的 反 犹 太 主义 ， 已 经 蔓延 到 甸 联 
学 术 界 的 方方面面 。 


1968 年 ， 凋 尔 范 德 也 因为 这 个 原因 被 迫 离开 了 莫斯科 大 学 力学 与 
数学 系 的 教学 岗位 。 从 此 以 后 ， 次 尔 范 德 不 再 是 砚 斯 科大 学 的 数学 教 
授 ， 不 过 他 的 学 术 人 研讨 会 得 以 维系 下 来 ， 而 且 俩 讨 会 继续 在 莫斯科 大 
学 的 主教 学 楼 举行 。 


此 前 ， 富 克 斯 曾 致 促 我 参加 将 尔 范 德 的 学 术 俩 讨 会 。 在 那 一 年 的 
春季 学 期 末 ， 我 参加 了 一 两 次 ， 那 给 我 留 下 了 特别 深刻 的 印 脓 。 兰 尔 
范 德 以 近乎 独裁 的 方式 掌控 着 他 的 学 术 研 讨 会 ， 各 个 方面 的 问题 都 以 
他 的 意见 为 准 。 尺 管 在 外 人 看 来 ， 学 术 人 研讨 会 的 活动 似乎 混乱 不 堪 ， 
讲 无 章法 ， 但 实际 上 ， 凋 尔 范 德 投 入 了 大 量 的 时 间 与 精力 ， 精 心 筹划 
并 准备 这 一 周一 次 的 盛会 


三 年 以 后 ， 当 盖 尔 范 德 邀 请 我 介绍 上 自己 的 研究 时 ， 我 才 有 机 会 深 
入 了 解 这 一 论坛 内 部 的 运行 机 制 。 


学 术 人 赋 讨 会 与 独角戏 有 很 多 相似 之 处 。 按 照 议程 ， 应 该 由 一 名 指 
定 发 言 人 束 指 定 话题 做 报告 ， 但 对 于 盖 尔 范 德 的 学 术 人 研讨 会 而 言 ， 这 
只 是 其 中 的 一 部 分 内 容 。 盏 尔 范 德 经 常 抛 出 其 他 问题 ， 然 后 点 其 他 人 
的 名 字 ， 让 他 们 来 到 黑板 前 ， 在 事先 没有 准备 的 情况 下 ， 疝 大 家 讲解 
这 些 问题 。 不 过 ， 盖 尔 范 德 一 直 古 研讨 会 的 焦点 人 物 。 整 个 学 术 研 讨 
会 的 流程 尽 在 他 一 个 人 的 掌控 之 中 ， 他 有 绝对 的 权力 随时 打 断 发 言 
人 ， 提 出 问题 、 建 议 或 发 表 评 论 。 我 仍然 记得 他 说 “Dayte 
opredelenie”( 给 出 定义 ) 时 的 神情 ， 他 经 常会 这 样 告诫 发 言 人 。 


他 还 有 其 他 一 些 习 惯 ， 比 如 ， 就 各 种 话题 (有 了 时 与 所 讨论 的 材料 
根本 没有 一 点 儿 关 系 ) 高 谈 阔 论 ， 说 笑话 ， 讲 各 种 奇闻 竟 事 ， 经 常 去 
得 人 们 哄 堂 大 笑 。 我 在 序言 里 提 到 的 那个 意味 深长 的 故事 整 吓 在 他 的 
研讨 会 上 听 到 的 ， 一 个 醉 汉 可 能 不 知道 3 和 3/5 哪 个 大 ， 但 他 肯定 清楚 
三 个 人 分 两 瓶 伏特 加 比 五 个 人 分 三 瓶 好 。 盖 尔 范 德 的 拿手 好 戏 之 一 整 
是 “重新 表述 ”别人 提出 的 问题 ， 有 时 候 ， 经 过 他 的 重新 表述 ， 答 案 就 
ZAKS 


(iN A TRE SICA IRA KR ° “200d, BAS IIT 
时 间 一 位 物理 学 家 : 你 能 解释 一 下 无 线 电 报 的 工作 原理 吗 ? 这 位 物理 
学 家 回答 说 : 很 简单 啊 。 你 首 移 要 知道 普通 电报 是 如 何 工 作 的 : 你 可 
以 想象 有 一 条 狗 ， 狗 头 在 伦敦 ， 狗 尾巴 在 巴黎 。 你 在 巴黎 拉 一 下 狗 尾 
巴 ， 狗 束 会 在 伦敦 叫 起 来 。 无 线 电 报 的 原理 跟 普 通电 报 差不多 ， 只 不 
过 没有 狗 。” 


每 次 当 盖 尔 范 德 老 调 重 弹 ， 把 这 个 笑话 再 讲 一 裔 时 ， 即 使 那些 已 
经 听 过 很 多 次 的 人 也 会 突 得 前 仰 后 合 。 等 大 家 的 笑 声 停 下 来 之 后 ， 兰 
尔 范 德 又 会 把 大 家 的 注意 力 引 导 到 正在 讨论 的 数学 问题 上 来 。 如 果 他 


认为 解答 这 道 题 要 用 到 一 种 全 新 的 方法 ， 他 就 会 说 ; “我 们 现在 要 做 的 
事情 ， 就 是 在 没有 狗 的 情况 下 听 到 狗 叫 声 。* 


指定 一 名 “kontrol’nyj slushatel” (效果 检验 人 ) 是 学 术 人 研讨 会 经 常 
使 用 的 一 种 方法 。 效 果 检 验 人 通 音 由 一 名 资历 较 浅 的 研讨 会 成 员 担 
任 ， 每 隔 一 小 段 时 间 ， 他 融 有 要 复述 发 言 人 介绍 的 内 容 。 如 有 果 这 名 效果 
检验 人 听 懂 了 ， 复 述 内 容 较 完 整 ， 束 说 明 发 言 效果 不 错 。 否 则 ， 发 言 
人 号 需要 放 慢 节奏 ， 把 问题 解释 得 更 详细 一 些 。 有 时， 如 采 某 位 发 言 
人 不 知 所 云 ， 让 大 家 如 蛤 云 里 盘 里 ， 盖 尔 范 德 束 会 不 留情 面 地 把 他 赶 
下 台 ， 以 其 他 人 选 奉 换 他 。 不 过 ， 这 样 的 情形 并 不 多 见 。 (当然 ， 瘟 
尔 范 德 也 喜欢 取笑 效果 检验 人 。) 正 是 因为 有 这 样 的 机 制 ， 学 术 研 讨 
会 的 活动 才 会 妙趣 横生 。 


大 多 数 的 学 术 人 研讨 会 都 表现 出 一 种 按部就班 的 节 雪 。 听 众 安 静 地 
听 着 《有 的 人 可 能 昏 骨 欲 睡 ) ， 要 么 是 因为 自命 清高 ， 要 么 是 因为 礼 
狐 ， 要 么 是 因 为 担心 害 民 ， 和 总之， 听众 们 基本 不 会 提问 。 参 加 这 样 的 
活动 ， 收 获 可 能 不 大 。 而 瘟 尔 范 德 的 学 术 研 讨 会 则 题 柳 了 这 一 惯例 ， 
它 绝 不 会 是 一 成 不 变 的 节 蔷 。 组 庸 置 疑 ， 这 样 的 特点 不 仅 可 以 让 人 们 
一 直 保持 头脑 清醒 (考虑 到 活动 经 常 持续 到 半夜 ， 保 持 清 醒 并 不 是 一 
件 容易 的 事 ) ， 而 且 还 能 以 特有 的 方式 激励 他 们 去 思考 。 盖 尔 范 德 对 
发 言 人 的 要 求 很 高 ， 迫 使 他 们 必须 精心 准备 。 当 然 ， 盖 尔 范 德 目 己 也 
不 内 着 。 寻 且 不 论 人 们 如 何 评价 研讨 会 ， 至少 参加 的 人 都 有 所 收获 ， 
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FEF MI FT 8a BN he ROTA HART SAY, ah RYE RECA IB Hi 
米尔 ' 卡 扎 科 夫 (Vladimir Kazakov) fT RAST, STATE EE 
阵 模 型 领域 的 研究 成 末 。 卡 扎 科 夫 是 一 名 学 物理 的 年 轻 人 ， 他 别 出 心 
裁 地 利用 量子 场 论 ， 得 出 了 数学 家 们 通过 传统 方法 无 法 获得 的 数学 人 研 
完成 采 。 兰 尔 范 德 一 直 对 量子 物理 很 感 兴趣 ， 量 子 物 理 也 一 直 是 这 个 


学 术 研 讨 会 的 重头 戏 。 卡 扎 科 夫 的 研究 让 他 感触 颇 深 因此 他 不 遗 余 
力 地 在 数学 界 予 以 推介 。 他 屡 层 展现 的 前 瞻 性 再 次 得 到 验证 ， 几 年 
后 ， 这 项 研究 声名 更 起 ， 推 动物 理学 与 数学 领域 的 一 次 又 一 次 重大 突 
BK ° 


在 系列 报告 中 ， 卡 扎 科 夫 不 大 其 烦 地 向 人 台 下 从 事 数 学 研究 的 听众 
解释 目 己 的 想法 。 将 尔 范 德 表现 出 异乎 寻常 的 礼 狗 ， 从 头 至 尾 都 没有 
打 断 卡 扎 科 夫 ， 给 他 的 发 言 时 间 也 比 其 他 人 长 得 多 。 


在 同一 时 期 ， 德 国 数学 家 约翰 : 哈 勒 尔 «(John Harer) 和 唐 查 吉尔 
(Don Zagier) 合作 完成 了 一 篇 论文 ， 完 美 地 解答 了 一 个 非常 难 的 “组 
合 论 问题 ”(combinatorial problem) 。 唐 : 查 吉 尔 以 善于 解决 难题 而 闻 
名 于 世 ， 他 头脑 敏捷 ， 反 应 很 快 。 据 说 ， 他 解答 这 个 问题 仅 花 了 6 个 月 
的 时 间 ， 他 本 人 也 觉得 很 自豪 。 等 到 卡 扎 科 夫 再 次 登台 ， 继 续 做 系列 
报告 时 ， 盖 尔 范 德 请 他 用 自己 的 抢 阵 模型 研究 成 果 来 解决 哈 勒 尔 - 查 吉 
尔 问 题 。 盖 尔 范 德 觉得 ， 卡 扎 科 夫 的 方法 应 该 可 以 用 来 解决 此 类 问 
题 。 事 实证 明 ， 他 是 对 的 。 卡 扎 科 夫 并 不 知道 哈 勒 尔 和 碍 吉尔 合 著 的 
那 篇 论文 ， 也 没 听 说 过 这 个 问题 。 他 站 在 黑板 前 思考 了 几 分 钟 ， 随 后 
就 写 出 了 量子 场 论 的 拉 格 明日 (Lagrangian) 函数 ， 并 用 拉 格 朗 日 函数 
解决 了 这 个 问题 。 


坐 在 全 下 的 所 有 人 都 目 瞪 口 采 ， 但 是 ， 次 尔 范 德 似乎 并 不 号 惊 ， 
他 问 卡 扎 科 夫 :“ 沃 洛 佳 ， 你 从 事 这 项 研究 有 多 少年 了 ? ” 


“我 也 不 清楚 ， 大 概 有 6 年 了 吧 。” 


“ 哦 ， 也 就 是 说 ， 你 花 了 6 年 加 两 分 钟 的 时 间 来 解决 这 个 问题 ， 而 
唐 . 查 吉尔 只 用 了 6 个 月 。 咽 .……… 你 明日 目 己 跟 他 的 差距 了 吧 ? ” 


跟 其 他 笑话 相 比 ， 这 个 “笑话 ”已 经 算 十 分 温和 的 了 “。 要 在 这 样 的 
环境 中 生存 下 去 ， 你 必须 内 心 足够 强大 。 遗 憾 的 是 ， 有 人 认为 在 公开 


场合 岂 低 他 们 征 儿 对 他 们 个 人 的 行为 ， 因 此 他 们 无 法 接受 。 不 过 ， 我 
必须 补充 一 点 : 对 于 年 纪 较 大 、 在 数学 领域 已 有 建树 的 人 ， 兽 尔 苍 德 
的 语气 往往 更 加 尖锐 刻薄 ， 而 对 于 从 事 数 学 研究 不 久 的 年 轻 人 ， 尤 其 
征 学 生 ， 他 的 语气 则 温和 得 多 。 


次 尔 范 德 经 党 说 ， 他 的 学 术 人 研讨 会 欢迎 所 有 本 科 生 参加 ， 也 欢迎 
有 天 峰 的 研究 生 参 加 ， 但 是 对 于 老师 ， 只 有 其 中 的 精英 才 可 以 参加 。 
他 认为 ， 要 让 数学 这 | 学 科 不 断 发 展 ， 数 学 人 才 的 培养 和 储备 非常 重 
要 ， 因 此 ， 他 总 是 和 有 天 赋 的 年 轻 人 竺 在 一 起 ， 这 也 会 让 他 一 直 保 持 
年 轻 (在 接近 90 岁 高龄 时 ， 他 仍然 在 积极 地 从 事前 沿 研 究 ) 。 他 甚至 
经 党 邀请 中 学 生 参 加 论坛 活动 ， 并 安排 他 们 坐 在 第 一 排 ， 以 确保 他 们 
在 认真 倾听 。 (当然 ， 他 们 都 不 是 普通 的 中 学 生 ， 其 中 有 很 多 人 后 来 
成 为 世界 知名 的 数学 家 。 ) 


人 们 一 致 认为 ， 瘟 尔 苍 德 对 待 学 生 非 常 慷慨， 经营 化 大 量 时 间 与 
他 们 交流 。 很 少 有 其 他 老师 能 做 到 这 一 点 。 当然 ， 做 兰 尔 范 德 的 学 生 
也 不 是 易 事 。 他 的 关爱 非常 “ 粗 桶 "”， 学 生 们 必须 对 他 的 各 种 古怪 行为 
和 专横 的 态度 习以为常 。 不 过 ， 我 与 他 的 许多 学 生 交 流 过 ， 他 们 都 非 
利信 任 凋 尔 范 德 ， 认 为 他 对 目 己 的 帮助 很 大 。 


我 不 是 盖 尔 苑 德 的 学 生 ， 但 我 算是 他 的 “ 徒 孙 ”， 因 为 我 的 两 个 老 
师 富 克 斯 和 鲍 里 斯 : 费 金 (Boris Feigin， 此 时 他 还 不 认识 我 ) ， 都 是 盖 
尔 范 德 的 学 生 。 因 此 ， 我 一 直 认为 自己 是 “ 盖 尔 范 德 学 派 * 中 的 一 员 。 
盖 尔 苑 德 多 年 后 在 美国 与 我 相遇 时 问 及 此 事 ， 我 点 头 表 示 肯 定 ， 盖 尔 
苑 德 验 上 露出 了 满意 的 神情 。 看 得 出 来 ， 他 对 学 派 成 员 的 吴 份 问题 是 
非常 看 重 的 。 


学 术 研 讨 会 是 这 个 学 派 的 核心 工作 之 一 ， 也 起 到 了 窗口 的 作用 ， 
把 它 深 远 的 影响 力 推 及 整个 砚 斯 科 ， 乃 至 全 世界 。 苏 联 之 外 也 有 一 些 
数学 研究 人 员 ， 会 专程 赶 到 砚 斯 科 拜 访 凋 尔 范 德 ， 参 加 他 的 学 术 研 讨 
会 。 很 多 人 都 把 应 邀 在 他 的 学 术 人 研讨 会 上 做 报告 看 作 一 种 采 誉 。 


学 术 人 赋 讨 会 之 所 以 拥有 如 此 显 炙 的 声名 ， 凋 尔 范 德 的 鲜明 个 性 居 
功 至 伟 。 几 年 后 ， 他 对 我 的 研究 产生 了 兴趣 ， 邀 请 我 在 学 术 研 讨 会 上 
发 言 。 我 化 了 大 量 时 间 与 他 交流 ， 不 仅 讨 论 数学 ， 还 谈 到 了 很 多 其 他 
内 容 。 将 尔 范 德 对 数学 史 ， 尤 其 是 他 本 人 的 传奇 经 历 十 分 在 意 。 我 清 
楚 地 记得 ， 我 第 一 次 去 他 在 莫斯科 的 公寓 拜访 他 时 (当时 我 刚 满 21 
岁 ) ， 他 告诉 我 他 认为 自己 就 是 数学 界 的 莫扎特 。 


“大 多 数 作 曲 家 都 因为 某 些 作品 而 不 朽 于 世 ，” 他 说 ,，“ 但 是 莫扎特 
不 一 样 。 他 之 所 以 有 那么 大 的 影响 力 ， 是 因为 他 的 全 部 作品 。? 他 稍稍 
停顿 了 一 下 ， 接 着 说 : “我 在 数学 界 亦 如 此 。” 


姑且 不 提 这 样 的 目 我 评价 会 引发 多 少 有 意思 的 问题 ， 至 少 我 认为 
这 个 比喻 非常 恰当。 尽管 盖 尔 范 德 没 有 证 明 过 任何 长 期 莫 而 未 决 的 车 
名 猜想 (例如 费 马 大 定理 ) ,但 是 他 的 一 些 理 念 持续 不 断 地 影响 着 数 
学 界 ， 经 过 日 积 月 素 ， 已 经 达到 了 令 人 震惊 的 程度 。 更 重要 的 是 ， 兰 
尔 范 德 不 仅 对 数学 组 含 的 美 十 分 感 兴趣 ， 他 还 拥有 极为 敏锐 的 直觉， 
知道 在 数学 领域 中 哪些 问题 最 有 人 研究 价值 和 前 景 。 他 吏 像 一 位 神 论 的 
传达 者 ， 能 预知 数学 的 发 展 方 癌 。 


如 今 ， 数 学 这 门 学 科 的 分 文 越 来 越 多 ， 专 业 化 程度 也 越 来 越 高 ， 
但 涉足 多 个 分 文 并 能 在 不 同 领 域 纵横 押 闪 的 人 并 不 多 ， 兰 尔 范 德 惑 是 
其 中 一 个 。 他 辐 世 人 宣告 数学 是 一 个 完整 的 统一 体 。 大 多 数 的 学 术 研 
讨 会 都 只 关注 数学 的 某 个 具体 领域 ， 而 参加 兰 尔 范 德 学 术 研 讨 会 的 人 
们 会 发 现 ， 所 有 不 同 的 数学 分 文 都 彼此 关联 ， 形 成 统一 的 整体 。 之 所 
以 每 个 月 莫斯科 大 学 主教 学 楼 14 层 都 会 有 来 目 各 地 的 人 们 济济 一 符 ， 
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我 的 第 一 篇 数学 论文 完稿 后 ， 富 克 斯 建议 我 投稿 的 刊物 正 是 由 这 
位 令 人 敬 黑 的 数学 家 创办 的 。 盖 尔 范 德 的 《 泛 画 分 析 及 应 用 》 杂 志 每 


年 出 版 4 期 ， 每 期 只 有 100 页 (对 于 这 样 的 期 刊 而 言 ，100 页 的 确 太 少 ， 
但 是 出 版 商 拒绝 增加 页 数 ) ， 但 它 在 世界 范围 内 口碑 很 好 。 该 杂志 还 
被 翻译 成 英语 ， 全 世界 有 很 多 家 自然 科学 图 书馆 都 会 订阅 它 。 


要 想 在 这 份 杂 志 上 发 表 论 文 ， 难 度 相当 大 ， 原 因 之 一 就 是 该 洒 志 
有 严格 的 页 数 限制 。 其 刊登 的 论文 分 为 两 类 ， 一 类 是 研究 论文 ， 篇 幅 
通常 为 10~15 页 ， 需 要 包括 详细 的 证 明 过 程 ; 另 一 类 是 简短 告示 ， 仅 陈 
述 人 研究 成 果 ， 无 须 说 明证 明 过 程 ， 篇 幅 不 能 超过 两 页 级 。 从 理论 上 
讲 ， 在 发 表 一 篇 简短 的 告示 之 后 ， 还 应 发 表 一 篇 研究 论文 ， 提 供 所 有 
证 明 过 程 。 但 实际 情况 并 非 如 此 ， 因 为 要 发 表 篇 幅 较 长 的 研究 论文 难 
度 很 大 。 的 确 ， 在 区 联 ， 人 研究 数学 的 人 几乎 不 可 能 在 国外 的 期 刊 上 发 
表 论 文 (必须 申请 各 种 保密 许可 证 ， 往 往 需 要 一 年 多 时 间 ， 费 很 多 周 
tr) 。 同 时 ， 对 于 数学 研究 者 而 言 ， 苏 联 的 数学 类 出 版 物 的 数量 实在 
太 少 。 而 且 ， 很 多 出 版 物 被 各 种 团体 控制 ， 不 接受 团体 成 员 以 外 的 人 
投稿 。 更 有 一 些 出 版 物 奉行 反 犹 太 主 义 。 


在 这 种 情况 下 ， 苏 联 的 数学 论文 圈 中 形成 了 一 种 “ 亚 文 化 ”现象 : 
所 有 的 数学 论文 都 非常 简洁 ， 关 于 证 明 过 程 的 介绍 极 少 。 这 种 现象 后 
来 被 称 作 数 学 论文 的 “俄罗斯 传统 ”。 


富 殉 斯 为 我 的 第 一 篇 论文 设 定 的 目标 就 是 以 简短 告示 的 形式 发 
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的 审阅 程序 。 因 此 ， 为 了 让 他 同意 发 表 我 的 论文 ， 我 必须 跟 他 见面 。 
1986 年 秋天 ， 在 那个 学 期 初 的 一 次 学 术 人 研讨 会 之 前 ， 富 克 斯 把 我 引 存 
给 兰 尔 范 德 。 吉 尔 苑 德 与 我 握手 后 ， 微 舌 着 对 我 说 : “很 高 兴 见 到 你 ， 
我 听 说 过 你 。” 


当年 的 我 有 强烈 的 明星 情结 ， 我 发 誓 我 当时 看 到 盖 尔 范 德 头 上 有 
一 圈 光 环 。 


接着 ， 兰 尔 苍 德 较 过 喘 ， 辐 主 克 斯 索要 我 的 论文 。 富 死 斯 把 论文 
弟 给 他 ， 他 翻 看 起 来 。 论 文 一 共 5 页 ， 纸 面 很 干净 。 我 从 石油 天 然 气 学 
院 借 来 打字 机 ， (用 两 根 手指 慢 慢 地 ) 将 论文 打出 来 ， 文 中 插入 的 各 
种 公式 都 是 杀 笔 写 上 去 的 。 

RARE, "mM ITE, Aa RAK ot, “不 
过 ， 这 篇 论文 有 什么 重要 意义 啊 ? ” 


宣 克 斯 开始 解释 ， 诸 如 ，n 次 多 项 式 有 不 等 根 的 判别 式 ， 而 我 的 人 研 
究 成 果 可 以 用 来 搬 述 判别 式 的 纤维 拓扑 结构 ， 等 等 。 盖 尔 范 德 打 断 了 
他 :3 


“ 米 嘉 ，” 他 用 的 是 富 克 斯 名 字 的 简称 ,“ 你 知道 我 们 的 杂志 有 多 少 
订户 吗 ? » 


“我 不 知道 。” 

“1 000 多 个 。” 对 于 这 样 一 份 专 业 性 非常 强 的 杂志 来 说 ， 这 个 订阅 
数 已 经 很 大 了 。“ 我 不 可 能 在 洒 志 上 给 你 留 出 篇幅 ， 以 便 你 给 每 名 订户 
解释 这 篇 论文 的 重要 意义 吧 ? 我 能 这 样 做 吗 ? ” 

富 殉 斯 播 了 播 头 。 

“论文 必须 把 这 些 都 区 代 清 楚 ， 对 吗 ? PUI AEA, RE RA 
紧 盯 着 富 克 斯 的 眼睛 ， 念 佛 这 些 都 是 他 的 错 。 然 后 ， 他 对 我 和 富 克 斯 
Ui: “除了 这 一 点 ， 我 觉得 这 篇 论文 不 错 。” 


Wise ik ATE, HARA TR, Aa Re AREA RE 
Se 


“ 别 担心 。 他 只 是 想 引 起 你 的 注意 。”( 他 的 确 给 我 留 下 了 深刻 的 
印象 ! ) "我们 只 需 在 论文 开头 加 一 段 话 ， 估 计 他 就 会 同意 发 表 你 的 论 
Le 


如 果真 是 这 样 ， 那 就 古 我 最 满意 的 结果 了 。 BAR ie ROTA SS 
求 添 加 了 一 段 文字 ， 然 后 正式 提交 了 这 篇 论文 。 最 后 ， 论 文 终 于 发 表 
了 ， 这 标志 着 我 参与 研究 的 第 一 个 数学 项 目 圆满 结束 了 。 我 成 功 地 跨 
越 了 第 一 道门 相 ， 从 此 踏 上 了 数学 研 完 的 征程 ， 展 现在 我 面前 的 是 现 
代数 学 创造 的 一 个 神秘 葛 测 、 调 为 壮观 的 世界 。 


现在 ， 我 布 望 与 大 家 一 起 来 探索 这 个 世界 。 
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第 一 次 独立 解决 数学 难题 的 成 功 经 历 ， 具 有 强大 的 诱惑 力 ， 它 引 
导 我 正式 步 入 了 数学 殿 兰 。 不 过 ， 我 与 衣 兰 效 纲领 的 接触 ， 则 纯 属 无 
心 插 柳 。 当 时 ， 我 在 语 克 斯 的 指导 下 正在 人 研究 我 的 第 二 个 数学 课题 ， 
出 于 人 研究 的 和 需要， 我 开始 钉 研 这 个 50 年 以 来 最 深奥 、 最 令 人 兴奋 的 数 
学 理论 。 后 文 会 谈 及 我 所 从 事 的 这 项 研究 ， 但 是 本 书 的 写作 目的 远 非 
介绍 我 的 研究 历程 ， 而 是 要 让 大 家 了 解 现代 数学 ， 了 解 到 在 数学 的 世 
界 里 ， 独 创 性 、 想 象 力 以 及 洞察 力 储 拾 即 是 。 表 兰 兹 纲领 整 是 极为 典 
型 的 例子 。 我 认为 ， 朗 兰 效 纲领 是 数学 中 的 大 统一 理论 ， 它 扬 示 了 数 
学 不 同 领域 的 共同 规律 ， 把 世人 的 目光 聚焦 于 此 ， 进 而 深入 探究 各 领 
域 之 则 不 为 人 知 的 联系 。 


数学 包含 众多 分 文 领域 ， 它 们 念佛 一 块 块 彼此 隔绝 的 大 陆 ， 而 人 
们 择 善 而 居 ， 埋 头 从事 各 目的 研究 。 这 种 情形 恰恰 是 “统一 ”理念 大 放 
异彩 的 原因 所 在 。“ 统 一 ”理念 之 所 以 成 形 ， 是 因为 人 们 认识 到 目 不 同 
领域 中 衍生 出 来 的 各 种 理论 之 间 其 实 有 着 一 脉 相 承 的 关系 ， 于 是 人 们 
把 这 些 理论 融合 到 一 起 。 有 了 “统一 ”的 理念 ， 我 们 便 如 同 掌握 了 男 一 
1 门 语言 一 一 一 门 我 们 一 直 在 努力 学 习 却 收 效 其 微 的 语言 。 


总 体 来 看 ， 数 学 与 大 型 拼图 游戏 顾 为 相似 ， 人 人们 都 无 法 预知 它们 
的 结 采 。 不 过 ， 数 学 研究 却 吸引 了 数 以 生计 的 人 为 之 努力 。 人 研究 者 们 
分 帮 结 派 ， 各 目 为 政 。 一 些 人 在 研究 代数 学 ， 一 些 人 在 负 研 数论 ， 还 
有 一 些 人 在 兰 枯 思考 几何 问题 ， 不 一 而 足 。 这些 人 都 在 努力 完成 目 己 
的 那 部 分 “拼图 ”， 因 此 建 起 了 一 个 个 “小 岛 ”。 但 是 纵 观 整个 数学 史 ， 
在 大 部 分 时 间 里 人 们 无 法 看 出 这 些小 岛 之 间 存 在 何 种 关系 。 大 多 数 人 
都 在 研究 如 何 拓展 这 一 个 个 “小 岛 >， 不 过 ， 偶 尔 也 会 有 人 别出心裁 地 
把 几 个 小 岛 连 接 起 来 。 此 时 ， 数 学 王国 概貌 的 一 些 重 要 表征 就 会 呈现 
在 人 们 有 眼前， 为 各 个 分 支 领 域 注入 新 的 意义 。 


罗伯特 : 表 兰 兹 的 页 献 束 属 此 类 ， 不 过 ， 他 的 志向 远 比 连接 几 个 小 
岛 更 加 远大 。 他 于 20 世 纪 60 年 代 后 期 提出 表 兰 化 纲领 ， 他 的 目标 是 寻 


求 一 种 方法 ， 帮 助人 们 在 众多 小 岛 之 间 (即便 它们 之 间 看 似 毫 无 关 
联 )， 架 起 连接 彼此 的 桥梁 。 
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1999 年 ， 罗 伯 特 - 朗 兰 效 在 普林斯顿 大 学 办 公 室内 。 图 片 来 源 ， 杰 夫 - 莫 佐 奇 (Jeff Mozzochi) 


朗 兰 兹 现在 是 从 普林斯顿 高 等 研究 院 退 休 的 采 誉 数学 教授 ， 他 使 
用 的 是 阿尔 伯 特 : 爱 因 斯 坦 曾 经 使 用 的 办 公 室 。 这 位 高 瞻 远 瞩 的 伟大 天 
才 生 于 1936 年 ， 他 的 父母 经 营 了 一 家 木 制品 三， 他 在 温哥华 附近 的 一 
个 小 镇 度 过 了 童年 时 光 。 衣 兰 效 令 世 人 瞩目 的 特点 之 一 是 他 的 语言 天 
风 ， 在 上 大 学 之 前 ， 他 只 会 说 英语 ， 但 后 来 却 熟 练 地 掌握 了 法 语 、 德 
语 、 俄 语 和 土耳其 语 等 多 种 语言 。 


HEE, RAW SW RAR AE °c Rah A fas 
信 ， 有 一 次 ， 他 给 我 发 了 个 名 单 ， 列 出 了 他 读 过 的 俄语 原版 书 的 作 
者 。 这 份 名 单 非常 长 ， 看 来 他 读 过 的 俄 文书 籍 比 我 这 个 俄罗斯 人 还 
多 。 我 常 想 ， 朗 兰 兹 超凡 的 语言 能 力 ， 古 否 与 他 那 种 可 以 将 不 同 分 文 
数学 知识 融会 贯通 的 能 力 有 关 呢 ? 


洲 米 米 


朗 兰 兹 纲领 的 关键 点 是 我 们 熟悉 的 对 称 概念 。 我 们 在 前 文中 讨论 
了 几何 中 的 对 称 问 题 ， 例 如 ， 任 意 角度 的 旋转 都 是 圆桌 的 对 称 操作 。 
通过 研究 这 些 对 称 操作 ， 我 们 认识 了 和 群 。 随 后 ， 我 们 发 现 群 在 数学 研 
究 中 被 披 上 了 各 种 外 衣 ， 变 成 旋转 群 、 关 人 群 等 。 我 们 还 发 现 ， 群 在 为 
基本 粒子 分 类 以 及 预测 奔 克 存在 等 活动 中 ， 也 发 挥 了 重要 作用 。 朗 兰 
北 纲 领 涉 及 的 群 还 出 现在 “数字 研究 ”(study of numbers) 当中 。 


要 和 弄 清 楚 这 方面 的 内 容 ， 我 们 首先 要 讨论 我 们 在 日 肖 生 活 中 经 常 
遇 到 的 数字 。 我 们 都 出 生 于 某 个 特定 年 份 ， 我 们 的 家 门 上 都 有 一 个 特 
定 的 门牌 号 ， 我 们 都 有 电话 号 码 ， 在 ATM (自动 柜员 机 ) 上 进行 存 取 
秩 操 作 时 都 需要 输入 密码 ， 等 等 。 所 有 这 些 数字 都 有 一 个 共同 特征 : 
每 个 数字 都 可 以 通过 数字 1 目 加 寿 干 次 得 到 ， 例 如 ，1+1 得 到 2，1+1+1 
得 到 3， 如 此 等 等 。 这 些 数 子 叫 作 目 然 数 。 


此 外 ， 我 们 还 有 数字 0， 还 有 人 负数 -1，-2，-3，...。 我 们 在 第 5 章 
讨论 过 ， 这 些 数 字 统 称 为 "整数 ”。 所 以 ， 一 个 整数 可 能 是 一 个 目 然 
数 ， 可 能 是 数字 0， 也 可 能 是 一 个 人 负数 。 


我 们 还 会 遇 到 一 些 使 用 频率 比 整 数 稍 高 的 数字 。 以 美元 和 美 分 为 
单位 的 商品 价格 ， 常 采用 2.59 美 元 这 样 的 表达 方式 ， 意 即 2 美元 59 美 
分 。 这 个 数字 等 同 于 2 加 上 分 数 59/100， 或 者 2 加 上 1/100 的 59 倍 。L/100 
自 加 100 次 后 可 得 到 1， 这 类 数字 叫 作 有 理 数 或 分 数 。 


1/4 这 个 概念 可 以 很 好 地 表明 有 理 数 的 特征 ，1/4 的 数学 表现 形式 是 
分 数 1/4。 一 般 说 来 ， 对 于 任意 两 个 整数 m 和 nm， 都 可 以 构成 分 数 mn 。 
如 果 m 和 n 有 一 个 公约 数 ， 比 如 qd (也 就 是 说 ，m=dm'，n=dn') ， 那 么 
我 们 可 以 让 m 和 nm 都 除 以 gd， 把 mm 写成 myn'。 例 如 ，L14 也 可 以 表示 成 
25/100， 因 此 美国 人 说 1/4 美 元 就 是 25 美 分 。 


我 们 在 日 闻 生 活 中 遇 到 的 大 多 数 数 字 都 是 分 数 ， 即 有 理 数 。 但 
是 ， 还 有 些 数 不 属 于 有 理 数 ， 例 如 2 的 平方 根 。 我 们 把 这 个 数字 写成 2 
的 形式 ，2 的 平方 等 于 2。 在 几何 中 ，2 是 两 条 直角 边 长 度 为 1 的 直角 三 
角形 的 斜 边 长 度 。 


] 
研究 表明 ， 我 们 不 能 用 mm (其 中 m、n 是 自然 数 ) 的 形式 来 表现 
J2 ° 但是， 我 们 可 以 用 保留 了 小 数 点 后 的 几 位 数字 的 小 数 来 表现 


V2 的 近似 值 Gili, 1.4142, 1.41421, 1.414213, @% - (AE, 无 
论 我 们 保留 小 数 点 后 的 多 少 位 数字 ， 这 些小 数 仍然 是 近似 值 ， 后 面 仍 


然 有 更 多 的 数字 没有 写 出 来 。 有 限 小 数 无 法 准确 表示 V2 的 值 。 


由 于 V 了 代表 了 上 图 中 直角 三 角形 斜 边 的 长 度 ， 因 此 我 们 可 以 确 
定 这 个 数字 确实 存在 ， 只 不 过 它 无 法 通过 有 理 数 这 套数 字 系 统 表现 出 
来 


[© 


这 样 的 数 非常 多 ， 例 如 3 或 者 2 的 立方 根 。 我 们 需要 找 出 一 种 系 
统 性 的 方法 ， 既 能 表示 有 理 数 ， 还 能 表示 上 述 这 些 数字 。 我 们 把 有 理 
数 看 作 一 杯 茶 ， 在 喝 这 杯 和 茶 时 我 们 可 以 什么 都 不 加 ， 但 是 如 采 我 们 在 
其 中 加 入 糖 、 奶 、 蜂 蜜 等 ， 喝 儿 体 验 到 的 美妙 感觉 束 会 得 到 提升 。 把 


V2 、V3 等 数字 和 有 理 数 放 到 一 起 ， 就 像 把 糖 一 类 的 调味 品 加 到 茶 
中 一 样 。 


我 们 以 V2 为 例 ， 在 有 理 数 中 加 入 V2 的 操作 ， 就 像 在 我 们 的 茶 
中 放 入 一 块 方 糖 。 接 下 来 ， 我 们 来 研究 这 套 新 的 数字 系统 。 我 们 肯定 
希望 这 套 系统 中 的 数字 可 以 进行 乘法 运算 ， 所 以 该 数字 系统 必须 包含 


k 


所 有 有 理 数 与 V2 的 乘积 ， 其 表现 形式 为 【““ 。 因 此 ， 这 套数 字 
k 


系统 必须 包含 所 有 分 数 wm (有 理 数 ) 和 所 有 具有 L 这 种 形式 的 
数字 。 此 外 ， 我 们 还 希望 这 些 数字 可 以 彼此 相 加 ， 所 以 该 数字 系统 还 
应 该 包括 两 数 之 和 : 


于 是 , ag l RE SUA At Ba a) DATE BAT] 
的 需要 了 ， 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 对 其 进行 所 有 的 常见 运算 (加 、 减 、 
HGR) ， 而 且 运算 结果 仍然 是 这 种 形式 的 数字 。 


研究 发 现 ， 这 套数 字 系统 拥有 一 个 有 理 数 不 具 备 的 属性 一 “对称 
操作 。 这 个 属性 将 成 为 我 们 进入 这 套数 字 系 统 所 在 的 神秘 世界 的 大 
门 。 


m Kk 


这 里 的 “对称 "是 指 利用 一 个 新 的 数字 为 已 有 的 任意 数字 赋值 的 规 
则 。 换 句 话说， 我 们 可 以 利用 一 个 已 知 的 对 称 操作 ， 把 每 一 个 数字 转 
变 成 同一 数字 系统 中 的 另 一 个 数字 。 因 此 ， 所 谓 对 称 ， 就 是 把 每 一 个 
数字 “ 变 成 "其 他 数字 的 规则 ， 而 且 该 规则 应 当 与 加 、 减 、 乘 、 除 等 运 
算 兼容 。 现在， 我们 尚 不 清楚 为 什么 必须 关注 数字 系统 的 对 称 性 ， 但 
请 大 家 耐心 听 我 解释 。 


这 套数 字 系 统 有 “ 恒 等 对 称 ” (identity symmetry) 的 规则 ， 即 经 过 
操作 后 每 个 数字 保持 不 变 。 该 操作 束 像 桌子 的 0 度 旋转 ， 在 这 种 情况 下 
果子 上 所 有 点 的 位 置 都 保持 不 变 。 

研究 还 发 现 ， 我 们 这 个 数字 系统 也 拥有 “非凡 对 称 ” (non-trivial 
symmetry) 的 规则 。 我 们 仍 以 (2 为 例 ， V2 是 方程 式 愉 =2 的 解 ° 的 
确 ， a ND wy. 方程 式 平 衡 。 但 是 ， 该 方程 式 事实 上 有 两 个 解 : 一 


个 解 是 J2 另 一 个 解 是 V2 。 在 以 有 理 数 为 基础 构建 这 个 新 的 数字 
系统 时 ， 我 们 把 这 两 个 数字 都 添加 进去 了 。 两 个 解 相 互 转弯， 构成 这 
套数 字 系 统 的 一 个 对 称 操 作 。 


为 了 解释 得 更 充分 一 些 ， 我 们 还 是 用 喝 邓 来 做 类 比 ， 不 过 需要 稍 
微调 整 一 下 。 假 设 在 茶水 中 放 入 一 块 白 糖 和 一 块 红糖 ， 然 后 搅拌 均 


ee 白糖 代表 N 2 , 红糖 代表 2 ， 显然 ， 若 日 糖 与 红糖 互 换 ， 对 茶 
的 口感 不 会 有 任何 影响 。 


mk 
| na +72. 
FAME T, BPAHERS - Ab, / 这 种 形 
m_k 

式 的 数字 将 会 转变 成 数字 7i l 。 换 名 话说， 只 需 改 变 2 前 面 
的 符号 ， 其 余部 分 保持 不 变 。 

大 家 可 以 看 出 来 ， 这 套 新 的 数字 系统 与 蝴蝶 的 特点 十 分 相似 : 
mk 


V2 
N* 1S 表示 邮 蝶 的 大 小 ， 而 VJ2 和 _M2 亏 换 的 对 称 操作 则 相 
当 于 蝴蝶 两 只 地 膀 的 对 称 性 。 


我 们 可 以 进一步 延伸 ， 从 x“=2 转 而 考虑 变量 x 的 其 他 方程 式 ， 例 如 
三 次 方程 式 妈 -x+1=0。 如 果 此 类 方程 式 的 根 不 是 有 理 数 《比如 上 壕 方 
程式 就 属于 此 类 情况 ) ， 我 们 就 可 以 把 这 些 根 添加 到 有 理 数 中 ， 我 们 
还 可 以 让 几 个 类 似 方 程式 的 所 有 根 同 时 添加 到 有 理 数 中 。 这 样 ， 我 们 
就 可 以 得 到 数学 家 所 谓 的 “ 数 域 ”(number field) 。“ 域 ”(field) 表示 
在 某 一 数字 系统 内 对 数字 进行 加 、 减 、 乘 、 除 等 运算 时 ， 该 数字 系统 
是 “封闭 的 ” (closed) 。 


与 上 流通 过 对 有 再 数 添加 \ 2 得 到 的 数 域 一 样 ， 一 般 数 域 都 拥有 
兼容 加 、 减 、 乘 、 除 等 运算 的 对 称 操作 。 同 几何 体 一 样 ， 给 定数 域 的 
对 称 操作 也 可 以 相互 结合 。 因 此 ， 这 些 对 称 操作 自然而然 就 可 以 构成 
群 。 该 群 被 命名 为 数 域 的 “人 徊 罗 瓦 群 ” (Galois group) ， 以 此 辣 法 国 数 
学 家 埃 瓦 里 斯 特 : 伽 罗 瓦 (Evariste Galois, Ji FAI) 致敬 。 


伽 罗 瓦 的 故事 是 有 史 以 来 最 痕 漫 也 最 传奇 的 数学 故事 之 一 。 伽 罗 
瓦 是 一 个 天 才 儿 董 ， 在 很 小 的 时 候 束 取得 了 一 些 突 破 性 发 现 。1832 年 5 
月 31 日 ，20 岁 的 人 罗 瓦 死 于 一 场 决斗 。 关 于 这 场 决 斗 的 原因 众说 纷 
经 ， 有 人 认为 这 跟 一 位 文士 有 关 ， 有 人 说 这 跟 他 参加 的 政治 活动 有 
天。 的 确 ， 人 徊 罗 瓦 敢于 表达 目 己 的 政治 观点 ， 他 在 目 己 的 短暂 人 生 中 
确实 让 不 少 人 寝食 难 安 。 


束 在 他 殉 命 的 前 夜 ， 伽 罗 瓦 还 焉 着 微弱 的 烛光 香 笔 疾 书 ， 一 直到 
深夜 ， 完 成 了 他 的 手稿 。 这 份 手稿 概括 性 地 介绍 了 他 对 数字 对 称 性 的 
一 些 想法 ， 癌 世人 展示 出 他 的 一 些 光 世 四 射 的 发 现 。 这 实际 上 是 他 写 
给 全 人 类 的 一 封 情书 。 的 确 ， 伽 罗 瓦 发 现 的 对 称 群 起 称 人 类 创造 的 奇 
观 ， 其 意义 与 埃及 金字 塔 或 者 古巴 比 伦 空 中 花园 相 比 也 受 不 逊色 ， 唯 
一 的 区 别 在 于 我 们 无 须 跨越 时 空 惑 可 以 领略 其 中 的 美感 一 一 无 论 我 们 
身 在 何 处 ， 徊 罗 瓦 群 都 触手 可 及 。 而 且 ， 伽 罗 瓦 群 的 意义 并 不 仅 限 于 
它们 那 令 人 神魂 题 倒 的 美感 ， 更 在 于 其 巨大 的 实际 应 用 价值 。 为 纪念 
他 的 杰出 贡献 ， 这 些 群 被 冠 以 这 位 数学 家 的 名 字 。 


令 人 惊叹 的 是 ， 伽 罗 瓦 远 远 走 在 了 同时 代 人 的 前 面 。 他 的 想法 如 
此 激进 ， 以 至 于 同时 代 的 人 根本 无 法 理解 。 法 国 科 学 院 两 次 拒绝 发 表 
他 的 论文 ， 直 到 大 概 50 年 以 后 ， 数 学 家 们 才 认 识 到 它 的 意义 ， 他 的 研 
究 成 果 终 于 得 以 出 版 。 当 今 数 学 界 认为 他 的 这 些 成 果 是 现代 数学 的 基 
石 。 


伽 罗 瓦 做 出 的 贡献 ， 征 把 我 们 在 几何 学 中 通过 直觉 认识 的 对 称 概 
念 ， 转 变 为 数论 研究 中 的 重要 问题 ， 让 人 们 看 到 了 对 称 的 显著 作用 。 


而 在 伽 罗 瓦 之 前 ， 数 学 家 们 人 赋 完 的 核心 问题 则 是 对 过 =2 及 六 
x+1=0 等 多 项 方程 式 求解 ， 并 找 出 确定 的 公式 。 遗 憾 的 是 ， 在 伽 罗 瓦 
去 世 已 接近 两 个 世纪 的 今天 ， 学 校 里 教授 的 数学 课程 仍然 是 这 些 内 
容 。 例 如 ， 老 师 有 要 求 我 们 记 住 二 次 方程 式 的 通用 表达 式 : 


ax2+bx+c=0 


至 于 由 系数 a、b、c 构 成 的 求 根 公式 ， 我 不 想 写 出 来 ， 以 免 匀 起 我 
不 愉快 的 回忆 。 在 这 里 ， 我 们 只 需要 知道 一 点 ， 使 用 该 求 根 公式 需要 
计算 平方 根 。 


ax3+bx2+CX+d=0 


同样 ， 以 上 的 三 次 方程 式 也 有 一 个 由 系数 a、b、c、d 构 成 的 求 根 
公式 ， 该 公式 与 二 次 方程 式 的 求 根 公式 形式 相似 但 更 为 复杂 ， 需 要 计 
算 三 次 方 根 。 通 过 根 式 ( 即 二 次 方 根 、 三 次 方 根 等 ， 求解 多 项 方程 式 
的 做 法 ， 随 着 方程 式 的 次 数 增加 ， 其 求 根 公式 的 复杂 程度 也 会 显著 增 
加 。 


早 在 公元 9 世纪 时 ， 波 斯 数学 家 阿尔 :人 花 刺 子 模 (Al-Khwarizmi) 
就 已 经 知道 二 次 方程 式 的 一 般 求 根 公式 了 。“ 代 数 ”(algebra) 这 个 名 
尔 就 来 自 于 花 刺 子 模 的 一 本 著作 ， 该 词 的 原型 是 书 名 中 的 “al-jabr” 一 
词 。16 世 纪 上 半 叶 ， 人 们 发 现 了 三 次 方程 式 和 四 次 方程 式 的 求 根 公 
式 。 随 后 ， 人 们 很 目 然 地 把 下 一 个 目标 定 在 找 出 五 次 方程 式 的 求 根 公 
式 上 。 在 伽 罗 瓦 之 前 ， 众 多 数学 家 都 迫切 地 和 硕 望 找到 五 次 方程 式 的 求 
根 公 式 ， 他 们 寻 砚 了 近 300 年 ， 却 盈 无 头绪 。 而 伽 罗 瓦 却 发 现 ， 这 些 数 
学 家 们 没有 找到 问题 的 根源 所 在 。 他 说 ， 把 该 方程 式 的 根 添加 到 有 理 
数 中 ， 殉 可 以 得 到 一 个 数 域 ， 因 此 ， 我 们 的 重点 应 该 是 研究 该 数 域 的 
对 称 群 一 一 伽 罗 瓦 群 。 


事实 证 明 ， 描 述 伽 罗 瓦 群 比 写 出 求 根 公式 要 容易 得 多 。 无 须知 道 
方程 的 根 ， 我 们 也 能 知道 有 关 该 群 的 一 些 有 价值 的 内 容 ， 并 据 此 推断 
出 根 的 一 些 重要 特征 。 事 实 上 ， 伽 罗 瓦 成 功 地 证 明 ， 当 且 仅 当 相 应 的 
伽 罗 瓦 群 具 有 某 个 特别 简单 的 结构 (现代 数学 家 称 之 为 “可 解 群 ”) 
时 ， 以 根 式 〈《 即 平方 根 、 立 方 根 等 ) 形式 给 出 的 求 根 公 式 才 存在 。 对 
二 次 方程 式 、 三 次 方程 式 和 四 次 方程 式 而 言 ， 伽 罗 瓦 群 总 是 可 解 群 ， 


因此 这 些 方程 式 的 求 根 公式 可 以 用 根 式 的 形式 给 出 。 但 是 ， 伽 罗 瓦 还 
证 明 出 典型 的 五 次 方程 式 (或 次 数 更 高 的 方程 式 ) 的 对 称 群 是 不 可 解 
的 ， 这 意味 着 这 些 方程 式 不 存在 以 根 式 形式 给 出 的 求 根 公 式 。 

在 这 里 ， 我 不 准备 给 出 详细 的 证 明 过 程 ， 但 是 我 们 可 以 分 析 几 个 
伽 罗 瓦 群 的 例 于 ， 以 便 对 这 些 群 有 所 了 解 。 对 于 方程 式 必 =2， 我 们 已 
经 描述 了 其 对 应 的 伽 罗 瓦 群 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 把 该 方程 式 的 两 个 
V2 和 _M2 添加 到 有 理 数 中 ， 得 到 一 个 数 域 ， 该 数 域 的 伽 罗 瓦 群 包 
含 两 个 元 素 : 恒 等 元 ， 以 及 J2 和 _M2 互 换 的 对 称 操作 。 


再 举 一 例 。 对 于 上 文 给 出 的 三 次 方程 式 ， 假 设 其 系数 都 是 有 理 
数 ， 但 是 它 的 三 个 根 都 不 是 有 理 数 。 此 时 ， 我 们 可 以 把 这 三 个 根 添加 
到 有 理 数 中 ， 生 成 一 个 新 的 数 域 。 这 个 过 程 束 好 像 在 茶 中 添加 三 种 不 
同 的 成 分 ， 如 一 块 方 糖 、 一 些 牛 奶 和 一 勺 蜂蜜 。 在 该 数 域 (添加 了 上 
述 成 分 的 茶 ) 中 的 任何 对 称 操作 ， 都 不 会 改变 三 次 方程 式 ， 这 和 是 因 为 
该 方程 式 的 系数 都 是 有 理 数 ， 在 对 称 操作 中 保持 不 变 。 因 此 ， 三 次 方 
程式 的 三 个 根 ( 茶 里 的 三 种 成 分 ) 必然 可 以 互 换 。 通 过 观察 互 换 情 
况 ， 我 们 可 以 用 三 个 根 的 排列 组 合 来 描述 该 数 域 的 伽 罗 瓦 群 。 该 方法 
的 重要 意义 在 于 ， 我 们 无 须 任 何 求 根 公式 ， 束 可 以 描述 伽 罗 瓦 群 。 


同 理 ， 我 们 也 可 以 把 任意 多 项 方程 式 的 所 有 根 (n 次 多 项 方程 式 有 
n 个 不 同 的 根 ， 并 且 不 全 是 有 理 数 ) 添加 到 有 理 数 中 而 生成 一 个 数 域 ， 
然后 用 所 有 根 的 排列 组 合 ， 对 该 数 域 的 伽 罗 瓦 群 进行 描述 。 因 此 ,我 
们 无 须 用 系数 求 出 所 有 根 ， 即 可 推断 出 有 关 该 方程 式 的 大 量 信 息 。 


伽 罗 瓦 的 研究 充分 说 明 在 数学 研究 当中 洞察 力 的 重要 作用 。 伽 罗 
瓦 在 解决 这 个 问题 时 ， 并 没有 寻找 所 请 的 多 项 方程 式 的 求 根 公 式 ， 而 
征 将 问题 层 层 分 解 ， 再 重新 前 释 ， 采 用 了 迁 回 包抄 、 徐 徐 图 之 的 方 


法 。 他 看 行 问 题 的 异乎 寻常 的 方式 ， 以 及 深 兽 的 洞察 力 ， 彻 底 地 改变 
了 人 们 对 数字 和 方程 式 的 理解 。 


150 年 以 后 ， 关 兰 效 又 进一步 拓展 了 这 些 想法 。1967 年 ， 朋 兰 效 提 
出 了 一 些 革命 性 的 见解 ， 将 伽 罗 瓦 群 理论 与 “调和 分 析 ” (harmonic 
analysis) 这 一 数学 领域 结合 起 来 。 他 的 这 些 观点 表明 ， 两 个 看 上 去 风 
马 牛 不 相 及 的 领域 之 间 ， 其 实 有 着 紧密 的 联系 。 当 时 30 岁 出 头 的 朗 兰 
兹 在 给 知名 数学 家 安 德 烈 . 韦 伊 (André Weil) 的 一 封 信 里 ， 论 述 了 
自己 的 这 些 想法 。 当 时 ， 这 封 信 的 复 本 在 数学 界 广 为 流 传 ， 该 信 因 其 
谦逊 的 笔调 而 备 受 关注 。 


韦 伊 教授 ， 承 蒙 您 六 请 面谈 ， 不 胜 感谢 。 附 件 是 对 本 次 邀请 的 
回复 信 ， 在 写 完 这 封 回 复 信 之 后 ， 我 发 现 信 中 内 容 连 我 目 己 也 不 能 
十 分 肯定 。 如 采 您 愿意 把 它 当 作 我 的 大 胆 腾 测 ， 且 不 音 拨 见 一 读 ， 
我 将 感激 不 尽 。 如 采 您 认为 这 征 一 派 胡 言 ， 请 直接 将 它 扔 进 垃圾 
tH ° 


fe ASE Re — TE BEE, EREDAR SAN TS ay 
HEALS —P8 ° A, BH=Zken ee T° 


RELA RBRVS, ZR EBT), HEB BER BH = oh te 
出 的 这 些 问 题 。 他 们 为 什么 有 如 此 强大 的 动力 呢 ? 


第 
38 
痘 
和 


神奇 能 
9 猿 想 


在 第 2 章 讨论 对 称 时 ， 我 们 发 现 ，SU(3) 群 的 表示 对 基本 粒子 的 活 
动 有 影响 作用 。 妇 兰 效 纲领 天 注 的 焦点 也 是 群 的 表示 ， 只 不 过 这 里 的 
群 是 指 第 7 章 讨 论 的 数 域 中 的 伽 罗 瓦 群 。 相 关 人 研 完 发 现 ， 这 些 表 示 可 以 
形成 数 域 的 “ 源 代码 ”携带 有 关 数 子 方面 的 重要 信息 。 


朗 兰 兹 的 一 些 想 法 非 同一 般 。 他 认为 ， 我 们 可 以 从 另 一 种 本 质地 
异 的 对 象 [ 即 所 谓 的 “ 自 守 函数 ”(automorphic function) ， 来 源 于 另 一 
个 名 为 调和 分 析 的 数学 领域 ] 中 提取 这 些 信息 。 自 守 函 数 的 本 质 是 对 谐 
波 的 研究 ， 谐 波 是 一 些 基 本 声波 ， 其 各 自 的 频率 会 构成 倍数 关系 。 痕 
兰 兹 认为 ， 交 响 乐 是 由 各 种 乐器 演奏 的 声音 所 对 应 的 谐 波 经 过 重 符 
构成 的 ， 普 通 的 声音 与 之 相似 ， 也 是 由 谐 波 经 过 重 又 形成 的 。 在 数学 
上 ， 我 们 可 以 将 已 知 函 数 表示 成 描述 谐 波 的 画 数 (如 正弦 和 余弦 等 我 
们 熟悉 的 三 角 画 数 ) 。 自 字画 数 则 可 以 被 视 为 我 们 更 加 就 悉 的 这 些 谐 
波 的 高 级 版 本 ， 在 利用 自 守 函数 完成 计算 时 可 以 借助 多 种 分 析 方 法 。 
BA see TSS ARE BALA: 我 们 可 以 利用 自 守 函数 来 研 
究 难 度 大 得 多 的 数论 问题 。 通 过 这 种 方法 ， 我 们 发 现 数字 谱写 出 了 一 
个 不 为 人 所 知 的 “和 声 ”。 


我 在 前 言 中 说 过 ， 数 学 的 一 个 主要 作用 是 对 信息 进行 排序 分 类 ， 
用 肯 兰 兹 的 话说 ， 即 “从 看 似 洒 乱 无 草 的 线索 中 理 出 头绪 ”。 肯 兰 兹 的 
理念 之 所 以 有 非凡 的 意义 ， 正 是 因为 它 可 以 对 数论 中 看 似 杂乱 无 章 的 
数据 加 以 整理 ， 使 之 形成 某 种 规律 ， 表 现 出 对 称 性 与 统一 性 。 


如 采 我 们 把 数学 的 不 同 分 文 领域 看 成 看 干 大 陆 ， 数 论 殉 是 北美 
洲 ， 调 和 分 析 则 像 欧 洲 。 多 年 的 发 展 让 我 们 往来 两 大 洲 所 需 的 时 间 越 
来 越 短 。 过 去 ， 我 们 乘 船 需要 好 多 天 才能 到 达 ;， 现 在 ， 我 们 坐 飞 机 岂 
小 时 束 到 了 。 但 是 ， 想 象 一 下 ， 如 果 在 应 用 某 项 新 技术 之 后 ， 我 们 可 
以 从 北美 洲 瞬 时 到 达 欧 洲 ， 那 将 会 古 什 么 感觉 ? 表 兰 兹 发 现 了 这 两 个 
数学 领域 之 间 的 联系 ， 他 的 发 现 束 有 这 样 的 效果 。 


下 面 我 会 讨论 其 中 一 个 令 人 震惊 的 联系 ， 这 个 联系 与 我 们 在 第 6 章 
中 讨论 的 费 马 大 定理 有 关 。 


费 马 大 定理 的 表述 看 似 非常 答 单 ， 但 却 内 藏 束 坤 。 
xhyh=zn 


该 定理 指出 ， 满 足以 上 方程 式 的 自然 数 x、y 和 z 不 存在 ， 其 中 ， 


n>2° 


前 文 说 过 ， 这 是 法 国 数学 家 皮 埃 尔 : 费 号 于 1637 年 提出 的 一 个 猜 
想 。 他 在 阅读 一 本 旧书 时 ， 在 书页 的 边 上 空 日 处 留 下 评注 ， 说 他 找到 
了 一 个 “美妙 绝伦 ”的 证 明 这 种 猜想 的 方法 ， 但 是 “页 边 太 小 ， 无 法 写 出 
证 明 过 程 ”。 我 们 不 妨 把 这 个 评注 称 为 17 世 纪 具 有 “ 推 符 ” 风 格 的 证 明 过 
程 : “我 找到 了 一 个 美妙 绝伦 的 证 法 可 以 证 明 这 个 定理 ， 但 是 很 遗憾 ， 
我 没 法 全 部 写 下 来 ， 因 为 证 明 过 程 超过 了 140 个 字符 。” 


显而易见 ， 费 马 的 证 明 方法 肯定 不 对 。 在 他 之 后 人 们 花 了 350 多 年 
才 找到 真正 的 证 法 ， 而 且 该 证 法 异乎 寻 和 前 地 复杂 。 整 个 历程 主要 包括 
两 个 阶段 : 第 一 个 阶段 是 ，1986 年 ， 肯 :里 贝 特 证 明 费 马 大 定理 十 志 
村 -谷山 - 韦 伊 猜想 的 必然 结果 。 


(或 许 ， 我 应 该 先 向 大 家 解释 一 下 猜想 这 个 概念 。 在 数学 领域 ， 
猜想 是 指 某 个 人 认为 菏 个 命题 为 真 ， 但 是 尚未 找到 证 明 方法 。 而 猜想 
一 经 证 明 ， 就 会 转变 成 定理 。) 


肯 ' 里 贝 特 的 证 法 指出 ， 如 果 有 目 然 数 x、y、z 满 足 费 马 方程 式 ， 那 
么 我 们 可 以 利用 这 三 个 目 然 数 构建 一 个 三 次 方程 式 ， 并 且 该 三 次 方程 
式 具 有 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 排除 的 某 种 属性 (我 将 在 下 文中 解释 这 个 
三 次 方程 式 和 该 属性 ) 。 因 此 ， 如 果 我 们 知道 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 为 


真 ， 那 么 该 方程 式 不 可 能 存在 ， 我 们 给 出 的 费 马 方程 的 解 x、y、z 也 不 
可 能 存在 。 


让 我 们 稍 作 停 顿 ， 把 其 中 的 逻辑 再 梳理 一 裔 。 为 了 证 明 费 马 大 定 
理 ， 我 们 首先 假设 该 定理 为 假 ， 也 就 是 说 ， 我 们 假设 存在 可 以 满足 费 
马 方 程式 的 自然 数 x、y、z。 然 后 ， 我 们 将 这 三 个 自然 数 与 一 个 三 次 方 
程式 联系 起 来 ， 结 果 发 现 了 某 些 不 合 要 求 的 属性 。 根 据 志 村 -谷山 - 韦 
伊 狂想， 我 们 认为 该 方程 式 不 可 能 存在 。 自 然 数 x、y、z 也 不 可 能 存 
在 。 因 此 ， 费 马 方程 式 无 解 ， 从 而 证 明 费 马 大 定理 为 真 ! 我 们 可 以 用 
示意 图 表示 这 一 证 明 过 程 (A, “ 费 马 大 定理 ”简称 FLT， 志 村 - 合 
山 - 韦 伊 猜想 简称 STWC 。 


a] 一 


这 种 证 明 方 法 叫 作 “ 反 证 法 ”。 首先 假设 与 我 们 试图 证 明 的 命题 相 
对 立 的 命题 为 真 ， 以 此 为 证 明 过 程 的 起 点 (在 本 例 中 ， 我 们 假设 为 真 
的 命题 是 “存在 满足 费 马 方程 的 目 然 数 x、y、z”， 该 命 古 与 我 们 想 要 证 
明 的 命题 ， 即 费 马 大 定理 对 立 ) 。 经 过 一 系列 推理 之 后 ， 如 果 我 们 假 
设 为 真 的 命题 经 证 明 是 假 命题 (在 本 例 中 ， 即 “存在 一 个 被 志 村 -谷山 - 
韦 伊 猜想 认定 不 可 能 存在 的 方程 式 ”) ， 此 时 ， 我 们 得 出 结论 ， 作 为 证 
明 过 程 起 点 的 那个 命题 为 假 ， 我 们 想 要 证 明 的 命题 ( 即 费 马 大 定理 ) 


这 样 ， 费 马 大 定理 的 证 明 只 剩 下 最 后 一 步 需要 完成 : 证 明志 村 - 谷 
山 - 韦 伊 猜想 。 在 明白 了 这 个 道理 〈1986 年 ， 里 贝 特 的 研究 完成 了 这 个 
任务 ) 之 后 ， 接 下 来 的 研究 内 容 就 变 成 了 证 明志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 。 


多 年 来 ， 人们 提出 了 好 几 种 证 法 ， 但 是 随后 的 分 析 表 明 ， 这 些 证 法 都 
存在 错误 或 缺陷 。1993 年 ， 安 德 鲁 ' 怀 尔 斯 宣布 完成 了 对 该 猜想 的 证 
了 明 ， 但 是 几 个 月 之 后 ， 人 们 却 发 现 他 的 证 法 存在 一 个 缺陷 。 在 一 段 时 
间 里 ， 他 的 证 法 似乎 也 沦落 到 与 众多 著名 的 “伪证 明 ”(non-proof) 相 
同 的 境地 :证 明 中 存在 缺陷 却 无 法 弥补 。 


但 是 ， 剑 尔 斯 比较 幸运 。 他 在 数学 家 理 查 德 :泰勒 (Richard 
Taylor) 的 帮助 下 ， 用 了 不 到 一 年 的 时 间 ， 就 弥补 了 这 个 缺陷 ， 两 个 
人 一 起 完成 了 证 明 。 在 一 部 介绍 费 马 大 定理 的 优秀 纪录 片 中 ， 当 怀 尔 
斯 回忆 起 这 一 时 刻 时 仍 抑制 不 住 内 心 的 激动 ， 由 此 我 们 可 以 想象 这 项 
研究 曾 给 他 留 下 的 切肤之痛 。 


mK 米 OK 


所 以 ， 对 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 的 证 明 是 费 马 大 定理 证 明 过 程 中 的 
一 个 重要 成 果 。 这 个 猜想 本 身 可 以 被 看 作 表 兰 效 纲领 的 一 个 特例 ， 清 
楚 地 表明 在 两 个 看 似 无 关 的 领域 之 间 ， 确 实 存 在 表 兰 兹 纲领 所 预言 的 
各 种 联系 。 


志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 是 关于 某 些 方程 式 的 一 个 命题 。 数 学 领域 的 
很 大 一 部 分 工作 束 是 解 方程 式 ， 诸 如 ， 我 们 希望 了 解 某 个 方程 式 在 特 
定 域内 征 否 有 解 ? 如果 有 人 解 ， 应 当 如 何 求 解 ?2 如 采 存 在 多 个 解 ， 那 么 
一 共有 多 少 个 ? 为 什么 有 的 方程 式 有 解 ， 而 有 的 则 无 解 ? 


我 们 在 上 一 章 讨论 了 包含 一 个 变量 的 多 项 方程 式 ， 例 如 x=2。 费 
马 大 定理 讨论 的 方程 式 含有 三 个 变量 : 冲 +ya=za。 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜 想 
讨论 的 则 是 对 有 两 个 变量 的 代数 方程 式 ， 例 如 : 


y2ty=x3_x2 


该 方程 式 的 解 是 使 方程 式 左右 相等 的 一 组 数字 x、y。 


但 是 ， 我 们 可 以 从 哪 种 数字 系统 中 找 出 这 样 的 数字 x、y 呢 ? 可 选 
答案 不 止 一 个 : 一 些 人 认为 x 和 y 可 能 是 目 然 数 或 整数 ， 另 一 些 人 认为 
它们 可 能 是 有 理 数 。 我 们 还 可 以 在 实数 ， 甚 至 是 复数 范畴 里 求解 x、 
y。 这 个 问题 ， 我 们 将 在 下 一 章 进行 深入 讨论 。 


研究 发 现 ， 还 存在 一 种 另外 的 可 能 性 。 这 种 可 能 性 不 容易 被 看 出 
来 ， 但 是 同样 重要 : 我 们 可 以 考虑“ 以 N 为 模 ” 的 根 x、y，N 为 目 然 数 。 
也 就 是 说 ， 我 们 需要 找到 整数 x 和 y， 使 方程 式 左 右 两 边 都 能 够 得 到 一 
个 能 被 N 整 除 的 数 。 


例如 ， 我 们 求 模 N=5 时 的 根 。 此 时 ， 有 一 组 显而易见 的 根 : x=0， 
y=0。 此 外 ， 还 有 三 个 隐蔽 性 略 大 的 根 ，x=0，y=4 是 以 5 为 模 的 方程 式 
的 根 ， 因 为 方程 式 左边 等 于 20， 和 右边 等 于 0， 左 右 相 差 20， 而 20 可 以 被 
5 整除 。 同 理 ，x=1，y=0 以 及 x=1，y=4 也 是 以 5 为 模 的 方程 式 的 根 。 


我 们 在 第 2 章 谈 到 圆桌 的 旋转 群 时 ， 已 经 讨论 过 这 种 算法 。 当 时 ， 
我 们 发 现 角 度 的 增加 是 一 种 * 模 360 度 ”加 法 。 也 就 是 说 ， 如 果 两 个 角度 
相 加 的 得 数 大 于 360 度 ， 我 们 就 会 从 中 减 去 360 度 ， 使 之 落 入 0 度 至 360 
度 之 间 。 例 如 ，450 度 旋转 与 90 度 旋转 是 相同 的 ， 因 为 450 度 -360 度 
=90 度 。 


我 们 在 使 用 闸 钟 时 也 会 遇 到 这 种 算法 。 如 有 果 我 们 在 上 午 10 点 上 
班 ， 工 作 时 间 为 8 小 时 ， 那 么 我 们 几 点 可 以 下 班 呢 ?10+8=18， 因 此 ， 
我 们 可 能 会 很 自然 地 回答 :“ 我 们 18 点 下 班 。*” 在 法 国 这 样 回答 没有 任 
何 问题 ， 因 为 法 国人 采用 24 小 时 时 间 制 (其实 ， 也 并 不 完全 对 ， 因 为 
在 法 国 ， 每 个 工作 日 的 工作 时 间 通 常 不 超过 7 小 时 ) 。 但 是 在 美国 ， 我 
们 会 说 : “我 们 下 午 6 点 下 班 。” 我 们 是 怎么 把 18 点 转换 为 下 午 6 点 的 
We? 用 减法 ， 即 18-12=6。 


所 以 ， 小 时 与 角度 的 计量 在 这 方面 遵循 相同 的 原理 。 在 第 一 个 例 
子 中 ， 我 们 采用 的 是 “ 模 360 度 ”加 法 ， 而 第 二 个 例子 采用 的 则 是 “ 模 12 


点 ”加 法 。 


同 理 ， 我 们 能 够 以 任意 目 然 数 N 为 模 进 行 加 法 运算 。 考 虑 0 至 N-1 
之 间 的 所 有 连续 整数 集合 : 


{0, 1, 2, ...N-2, N-1} 


如 果 N=12， 这 个 集合 吏 是 由 所 有 整 点 时 间 构 成 的 集合 。 在 一 般 情 
况 下 ， 数 字 12 的 任务 是 由 数 N 完 成 的 ， 因 此 ， 让 12 变 成 0 的 不 是 12， 而 


征 N。 


我 们 将 这 些 数字 集合 的 加 法 运算 定义 为 与 整 点 时 间 相 同 的 运 外 
任意 给 出 该 集合 中 的 两 个 数字 ， 对 其 进行 加 法 运算 ， 如 果 和 大 于 N， 
则 从 和 中 减 去 N， 使 得 数 变 成 该 集合 中 的 数字 。 这 种 操作 使 这 个 集合 
变 成 了 一 个 群 ， 其 中 恒 等 元 为 数字 0: 任何 其 他 数字 与 0 相 加 之 后 都 保 
持 不 变 。 的 确 ， 我 们 有 n+0=n。 对 于 该 集合 中 的 任意 数字 n， 其 “加 法 
逆 元 ”(additive inverse) 是 N-n， 因 为 n+(N-n)=N， 根 据 规 则 ， 该 结果 
与 0 相等 。 


例如 ， 令 N=3， 我 们 得 到 集合 {0，1，2} 和 “ 模 3” 加 法 。 例 如 ， 我 
们 有 : 


2+2=1 模 为 3 


在 这 个 系统 中 ， 因 为 2+2=4， 但 是 由 于 4=3+1， 因 此 数字 4 在 模 为 3 
时 等 于 1 。 


如 果 有 人 对 你 说 “2 加 2 等 于 4" 和 是 一 个 绝对 准确 的 事实 ， 你 可 以 回答 
他 〈 甚 至 可 以 用 轻 瑟 的 语气 ) :“ 是 吗 ? 那 可 不 一 定 。” 如 果 他 们 追问 
原因 ， 你 束 告 诉 他 们 :“ 在 进行 模 3 加 法 运算 时 ，2 加 2 等 于 1。” 


从 上 述 集合 中 任 选 两 个 数字 ， 我 们 还 可 以 进行 乘法 运算 。 乘 积 可 
能 不 在 0 至 N-1 之 间 ， 但 在 该 范围 内 应 该 存在 唯一 一 个 数字 ， 它 与 该 乘 
积 的 差 为 某 个 可 被 N 整 除 的 数 。 一 般 说 来 ， 集 合 {1，2，...N-1} 不 是 可 
以 进行 乘法 运算 的 群 。 和 但 等 元 的 确 存 在 ， 那 就是 1， 但 不 是 所 有 元 素 在 
模 为 N 时 都 有 乘法 逆 元 。 所 有 元 素 在 模 为 N 时 都 有 乘法 逆 元 的 条 件 是 ， 
当 且 仅 当 N 为 质数 ， 即 除 1 与 目 身 以 外 ， 不 可 被 任何 目 然 数 整除 。 


前 几 个 质数 为 2，3，5，7，11，13，.……. (1 通常 不 包含 在 内 ) 。 
除 2 以 外 的 所 有 偶数 都 不 是 质数 ， 因 为 它们 都 可 以 被 2 整除 ，9 也 不 是 质 
数 ， 因 为 9 可 以 被 3 整除 。 质 数 的 数量 为 无 穷 多 一 一 无 论 一 个 质数 有 多 
大 ， 总 存在 一 个 比 它 更 大 的 质数 。 因 为 质数 不 可 被 除 1 和 自身 之 外 的 其 
他 自然 数 整除 ， 所 以 它们 是 自然 数 中 的 基本 粒子 。 而 其 他 自然 数 ， 都 
可 以 通过 质数 乘积 的 独特 形式 来 表现 ， 例 如 ，60=2x2x3x5。 


我 们 现在 选 定 一 个 质数 ， 通 贡 我 们 把 它 记 作 p。 那 么 ，0 至 p-1 的 所 
AES BAR Wie: 


{0, 1, 2, 3, 4, ...p-2, p-1} 
我 们 考虑 对 该 集合 进行 两 种 运算 : 当 模 为 p 时 的 加 法 和 乘法 运算 。 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 该 集合 是 可 以 进行 模 p 加 法 运算 的 。 更 值 
得 关注 的 是 ， 如 果 去 挥 数字 0， 只 考虑 1 至 p-1 之 间 所 有 的 连续 整数 的 集 
合 ， 即 {1，2，...p-1}， 我 们 发 现 它 就 是 可 以 进行 模 p 乘 法 运算 的 群 。 
元 素 1 是 乘法 的 恒 等 元 (这 是 显而易见 的 ， 而 且 我 可 以 宣称 在 1 至 p-1 
之 间 的 任意 目 然 数 都 有 一 个 乘法 逆 元 。 


例如 ， 如 果 p=5， 我 们 发 现 : 


2x3=1 模 为 5 


WR: 


4x4=1 模 为 5 


这 说 明 模 为 5 时 2 的 乘法 逆 元 是 3， 模 为 5 时 4 的 乘法 逆 元 是 其 自 映 。 
研究 证 明 ， 该 结论 大 体 上 有 十 正确 的 。 


在 我 们 的 日 第 生活 中 ， 我 们 习惯 于 使 用 整数 或 分 数 之 类 的 数 子 。 


有 了 时， 我 们 也 会 使 用 像 V2 这 样 的 数字 。 但是， 我 们 现在 发 现 了 一 个 
本 质 上 截然 不 同 的 数 子 系统 ， 即 有 穷 集合 {0，1，2，...p-1}， 其 中 p 是 
质数 ， 我 们 可 以 对 该 集合 进行 模 p 加 法 和 模 p 乘 法 运算 。 该 集合 叫 作 包 
人 台 p 个 元 聚 的 有 限 域 。 这 些 有 限 域 是 数字 世界 中 非常 重要 的 群岛， 但 遂 
憾 的 是 ， 我 们 大 多 数 人 部 没 有 听 说 过 这 样 的 群岛 。 


尽管 该 数字 系统 似乎 与 有 理 数 等 人 们 常用 的 数 子 系统 大 不 相同 ， 
但 它们 同样 具备 一 些 重要 的 属性 : 在 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 时 ， 这 
些 系统 都 是 封闭 的 。 因 此 ， 那 些 在 有 理 数 系统 中 可 以 进行 的 操作 ， 在 
这 些 看 上 去 非常 神秘 的 有 限 域 中 同样 可 行 。 


事实 上 ， 这 些 有 限 域 已 经 不 像 从 前 那样 神秘 了 。 近 年 来 ， 有 限 域 
在 实践 中 ， 尤 其 在 编码 学 中 ， 发 挥 了 重要 作用 。 我 们 在 网 上 购物 时 ， 
需要 输入 信用 卡 卡号 。 在 给 信用 卡 卡号 加 密 时 ， 需 要 使 用 模 为 质数 的 
算法 ， 而 决定 该 算法 的 画 数 与 上 文 讨论 的 画 数 十 分 相似 。 


我 们 接着 讨论 三 次 方程 式 : 


y2+y=x3_x? 

看 看 模 为 p (p 为 变化 的 质数 ) 时 方程 根 的 情况 。 比 如 ， 上 文 讨论 
过 当 模 为 5 时 方程 式 有 4 个 根 。 但 是 请 注意 ， 当 模 为 其 他 质数 (例如 ， 
p=7 或 p=11) 时 ， 方 程 根 的 数量 未 必 相 同 。 方 程式 的 根 的 数量 的 确 取 
决 于 我 们 运算 时 所 取 的 模 p 的 值 。 


现在 ， 我 们 考虑 下 面 这 个 问题 : 在 模 为 p 时 ， 方 程 根 的 数量 与 p 有 
什么 关系 ? 当 p 的 数值 不 大 时 ， 我 们 可 以 数 出 根 的 具体 数量 (有 了 时 也 可 
借助 计算 机 来 计算 ) ， 并 将 其 绘制 成 一 张 不 大 的 表格 。 


经 过 一 段 时 间 的 研究 ， 数 学 家 们 已 经 发 现 ， 在 模 p 为 数值 不 大 的 质 
数 时 ， 方 程 根 的 数量 接近 于 p。 但 根 的 实际 个 数 与 预计 的 个 数 ( 即 p) 
之 间 存 在 关 异 ， 我 们 把 这 种 老 异 定义 为 ao。 因此 ， 当 模 为 p 时 上 述 方 程 
式 的 根 的 数量 等 于 p_ap。 对 于 特定 的 p，ap 可 能 是 正 值 也 可 能 是 负 值 。 
例如 ， 上 面 的 讨论 表明 ， 当 p=5 时 ， 方 程式 有 4 个 根 。 由 于 4=5-1， 
此 as=1 9 


利用 计算 机 ， 我 们 可 以 计算 出 当 p 为 较 小 质数 时 ap 的 值 。 这 些 值 似 
乎 没什么 规律 可 言 ， 计 算 时 似乎 也 没有 确定 的 公式 或 规则 可 用 。 更 粳 
We, Weep, RNAS ea © 


但 是 ， 如 采 我 告诉 大 家 有 一 个 非常 简单 的 规则 ， 可 以 一 次 性 生成 
所 有 ap 的 值 ， 大 家 有 是否 会 感到 虹 惊 呢 ? 


大 家 可 能 很 想 知 道 ， 我 这 里 提 到 的 能 生成 这 些 数字 的 规则 到 廉 是 
什么 呢 ? 我 们 先 考 虑 一 个 叫 作 “ 斐 波 那 契 数列 ”(Fibonacci numbers) 的 
序列 : 


Ty. Ly 2 .3.3 By shoe 21 .34 3 


该 数列 是 一 位 意大利 数学 家 在 1202 年 出 版 的 专著 中 提出 的 ， ( 当 
时 他 讨论 的 是 兔子 交配 问题 ， 没 想到 吧 ) 因此 它 以 该 数学 家 的 名 字 命 
4° SRA RAVE BRA PRED DL: 人 花 斩 的 排列 、 菠 葛 表 面 的 纹 
理 等 都 包 侣 着 斐 波 那 奖 数 列 的 身影 。 该 数列 的 其 他 应 用 也 非常 广泛 ， 
例如 股票 交易 技术 分 析 中 使 用 的 “ 莫 波 那 契 回调 ” ( Fibonacci 


retracement) . 


斐 波 那 契 数列 的 定义 是 : 前 两 个 数字 为 1， 其 后 每 个 数字 等 于 前 两 
个 辈 波 那 契 数字 之 和 。 例 如 ，2=1+1，3=2+1，5=3+2， 等 等 。 我 们 把 
第 mn 个 斐 波 那 契 数字 定义 为 P， 则 有 F1=1，Fo=1， 上 且 : 


Fn=Fn-1+Fn-2，n>< 


从 原则 上 来 说 ， 对 于 任意 数字 mn， 我 们 都 可 以 运用 该 规则 算出 第 m 
个 斐 波 那 契 数 。 但 是 ， 真 想 算 的 话 ， 我 们 先 要 算出 所 有 斐 波 那 契 数 所 i 
的 值 (i 的 值 在 1 到 n-1 之 间 ) 。 


不 过 ， 人 研究 发 现 ， 这 些 数字 还 可 以 利用 下 面 这 个 方法 生成 我 们 
看 一 下 下 面 这 个 级 数 : 


qt+q(q+q*)+q(q+q*)?+q(qtq)?+q(qtq?)*+... 


用 文字 表述 就 是 ， 辅 助 变量 q 与 表达 式 (q+q”) 的 所 有 需 的 乘积 之 
和 “。 去 掉 括 号 ， 吕 会 得 到 一 个 无 穷 级 数 ， 其 前 儿 项 为 


qtq?+2q?+3q4+5q?+8q°+13q’+... 


PIO, KNITHRRAGH IMs PA HEME, q(qtq’) 和 
dq(q+q2 之 中 。[ 的 确 ， 求 和 算式 中 的 其 他 表达 式 ， 如 qd(q+q93， 包 含 的 
dq 的 需 都 大 于 3。] 三 者 当中 ， 第 一 项 不 含 939， 其 余 两 项 各 含有 一 个 q3， 
因此 ， 它 们 的 和 是 2q99。 我 们 可 以 用 类 似 的 方式 算出 该 级 数 的 其 余 各 
项 。 


如 果 分 析 该 级 数 的 前 几 项 ， 我 们 束 会 发 现 ， 当 n 的 值 在 1 到 7 之 间 
时 ，q" 前 面 的 系数 是 第 n 个 韭 波 那 契 数 F。 例 如 ， 该 级 数 有 一 项 为 
13q’, 7 TSAR 7=13 ° HITE, ITA An, EAE EX 
个 特点 。 因 此 ， 数 学 家 把 该 无 穷 级 数 称 作 斐 波 那 契 数 列 的 生成 函数 。 


我 们 可 以 利用 这 个 重要 函数 建立 一 个 有 效 的 计算 公式 ， 这 样 一 
来 ， 无 须 和 多 算出 前 面 的 所 有 斐 流 那 契 数 就 可 以 算出 第 "个 斐 波 那 契 数 。 
不 过 ， 即 便 不 考虑 这 个 生成 男 数 在 计算 方面 的 作用 ， 我 们 也 能 体会 到 
它 的 衍生 价值 : 该 生成 男 数 无 须 一 个 目 引 用 递归 程序 ， 束 能 一 次 性 算 
出 所 有 的 辈 流 那 契 数 。 


洲 米 米 


我 们 现在 回 过 头 来 ， 继 续 人 研究 当 模 为 质数 时 三 次 方程 式 的 根 的 数 
量 ab。 我们 可 以 把 这 些 数 字 看 成 类 似 斐 波 那 契 数 (尽管 我 们 用 质数 p 标 
WNFay, MAA AM RARE, (He, Bella LA eesix 
个 不 同 点 ) 的 数字 。 

我 们 可 能 会 认为 ， 这 些 数字 不 应 该 存在 某 种 生成 规则 ， 但 是 ， 
1954 年 ， 德 国 数学 家 马 汀 . 艾 希 勒 (Martin Eichler) 却 对 此 有 所 发 现 。 
我 们 来 看 一 下 下 面 这 个 生成 函数 : 


q(1—q)?(1-q"")*(1-q*)*(1-q??)*(1-q?)?(1-q?9)?(1-94)*(1-q¥)... 
FAC =F ute, (-g PANNA FARR G, ae UnFll 
Lins PPT HS AUS, BePn=l, 2, 3, ...c° KiHES, 
会 得 到 : 
(l-q)*=1-24+q", (1-q )=1-2q +q”, ... 


然后 ， 所 有 因子 相 乘 ， 合 并 同类 项 ， 我 们 束 会 得 到 一 个 无 穷 级 
数 ， 其 前 儿 项 为 : 


g—2q?-q?+2q*+q°+2q°—2q’—2q8—2q9-2q19+qt!—2q!*+4q!3+ ay 


其 中 ， 省 略 部 分 代表 qd 的 需 为 13 次 以 上 的 后 续 各 项 。 尽 管 这 是 一 个 
无 穷 级 数 ， 但 是 各 项 的 系数 是 确定 的 ， 因 为 系数 是 由 上 述 乘积 中 有 限 
数量 的 因子 决定 的 。 我 们 把 qz 前 面 的 系数 记 作 bm， 于 是 有 b1=1，b2=- 
2，b3=-1，b4=2，b5=1， 等 等 。 我 们 可 以 通过 笔算 或 计算 机 方便 地 计 
算出 这 些 数值 。 


艾 希 勒 还 有 一 个 惊人 发 现 ， 对 于 所 有 质数 p， 系 数 b 都 等 于 oh 。 换 
句 话说 ， 即 q2=b>，a3=b3，a5=b5，a7=b7， 等 等 。 


比如 ， 我 们 假设 p=5， 来 检验 一 下 上 述 发 现 是 否 为 真 。 此 时 ,我 
们 观察 该 生成 男 数 束 可 以 发 现 % 的 系数 p5=1。 同 时 ， 我 们 已 经 讨论 过 
当 模 p=5 时 ， 三 次 方程 式 有 4 个 根 。a5=5-4=1， 因 此 a5=b5 成 立 。 


我 们 开始 时 讨论 的 问题 似乎 极为 复杂 : 当 模 p 为 所 有 质数 时 ， 计 算 
三 次 方程 式 : 
y2+y=x3_x? 
的 根 的 数量 。 然 而 ， 我 们 现在 发 现 ， 该 方程 式 的 根 的 所 有 情况 都 
包含 在 一 个 表达 式 中 : 
q(1—q)?(1-q"")*(1-q*)*(1-q??)?(1-q?)?(1-q?9)?(1-q4)*(1-q4*)... 


XP RIAD RE TE, SATAY, ST ELAR 
的 数量 的 信息 ， 全 部 包含 其 中 。 


在 研 完 三 次 方程 式 时 ， 我 们 可 以 采用 的 一 个 有 效 方法 ， 吏 是 把 三 
次 方程 式 看 成 一 个 复杂 的 有 机 体 ， 同 时 把 方程 式 的 根 看 成 该 有 机 体 的 
各 种 遗传 特征 。 我 们 知道 ， 这 些 遗 传 特征 都 以 编码 的 形式 存在 于 DNA 
分 子 中 。 同 样 ， 对 于 上 述 这 个 三 次 方程 式 而 言 ， 生 成 函数 吏 像 DNA， 


包含 了 该 方程 式 的 所 有 复 洒 特征 。 而 且 ， 这 个 生成 函数 的 定义 还 十 分 
简单 。 


更 让 我 们 惊讶 的 是 ， 如 果 q 是 一 个 绝对 值 小 于 1 的 数字 ， 上 述 无 穷 
级 数 的 和 束 会 收敛 为 一 个 确定 的 数字 。 因 此 ， 我 们 得 到 一 个 关于 q 的 函 
数 。 而 且 ， 研 究 发 现 ， 该 玫 数 具有 一 个 非常 特殊 的 属性 ， 即 我 们 见 悉 
的 正弦 和 余 弦 函数 等 三 角 函 数 所 具有 的 周期 性 。 


IES Msin (x) 具有 周期 性 ， 其 周期 为 2rw， 也 就 是 说 
sin(x+2m)=sin(x), sin(x+4m)=sin(x), 7EM 2, WPA een, AA 
sin(x+27m)=sin(x)。 我 们 这 样 设想 ， 每 一 个 整数 n 都 会 产生 正弦 曲线 的 
对 称 操作 ， 即 曲线 上 的 每 个 点 x 都 会 移动 到 x+27rm 的 位 置 上 。 因 此 ， 整 
数 群 可 以 被 视 为 该 曲线 的 对 称 群 。 正 弦 函 数 的 周期 性 表明 该 函数 在 该 
群 中 属于 不 变量 。 


同 理 ， 人 研究 发 现 ， 上 述 变 量 q 的 艾 布 勒 生成 钞 数 在 某 个 对 称 群 中 也 
属于 不 变量 。 这 里 ， 我 们 不 能 取 q 值 为 实数 ， 而 要 取 复 数 (我 们 将 在 下 
一 章 讨论 这 个 问题 ) 。 这 样 一 来 ， 我 们 也 不 能 像 在 分 析 正 弦 函 数 时 那 
样 把 q 看 成 线 上 的 一 个 已 ， 而 是 将 其 看 成 复 平 面 上 单位 圆 盘 内 的 一 个 
点 。 该 点 具有 对 称 的 属性 : A EER, MER TE 
这 个 群 之 内 和 是 不 变 的 。 具 有 这 种 不 变性 的 函数 被 称 作 模 形式 。 


该 圆 盘 的 对 称 群 内 宛 丰 富 ， 为 了 解 其 中 的 特点 ， 我 们 来 看 一 下 下 
面 这 幅 图 ( 见 下 页 ) 。 图 中 的 圆 强 被 分 割 成 无 数 的 黑白 三 角形 。 


对 称 操作 通过 交换 三 角形 来 实现 。 事 实 上 ， 对 于 任意 两 个 三 角 
形 ， 总 是 存在 可 互 换 的 对 称 操 作 。 尽 管 该 圆 盖 的 这 些 对 称 操 作 十 分 复 
杂 ， 但 我 们 可 以 通过 类 比 来 了 解 其 中 的 原理 。 当 整数 群 作用 于 正弦 曲 
线 时 ， 对 称 操作 的 活动 区 间 是 [2xm，2x(m+1)]。 正 弦 函 数 在 这 些 对 称 
操作 中 保持 不 变 ， 艾 硕 勒 生成 函数 在 该 圆 副 的 对 称 操 作 中 也 保持 不 


我 在 本 章 的 开头 处 曾 说 过 ， 正 弱 函 数 是 曲线 调和 分 析 中 所 应 用 
的 “ 谐 波 ”( 即 基本 波形 ) 的 一 个 最 简单 的 实例 。 同 样 ， 艾 希 勒 函数 以 
及 其 他 模 形式 就 是 单位 圆 盘 调和 分 析 中 所 研究 的 谐 波 。 


根据 艾 希 勒 的 洞 见 ， 当 模 为 质数 时 ， 三 次 方程 式 的 根 的 数量 看 似 
室 无 规律 ， 但 它 实 际 上 受到 一 个 生成 函数 的 制约 ， 而 该 生成 函数 又 遵 
从 一 个 精致 典雅 的 对 称 操 作 的 约束 ， 由 此 可 以 看 出 ， 这 些 数 字 中 强 藏 
着 某 种 和 谐 与 秩序 。 与 之 相似 ， 表 兰 北 纲领 仿佛 也 具有 某 种 神奇 的 力 
量 ， 将 数 子 、 对 称 操作 与 方程 式 编织 成 了 一 块 图 案 精 美的 锦 缴 。 


在 本 书 的 开头 部 分 ， 我 说 某 个 数学 成 采 “ 美 丽 迷 人 ”或 者 “精致 典 
雅 "， 也 许 你 会 觉得 我 的 说 法 很 奇怪 。 现 在 ， 大 家 应 该 能 明日 我 的 意思 
了 吧 。 这 些 高 度 抽 象 的 概念 竟然 如 此 和 谐 统 一 、 水 乳 交 融 , 的 确 令 人 
叹为观止 、 难 以 置信 。 这 种 和 谐 统 一 揭示 了 抽象 概念 育 后 内 亢 丰 语 、 
神秘 莫 测 的 内 容 ， 仿 佛 为 我 们 掀 开 了 一 层 幕布 ， 一 直 不 为 我 们 所 知 的 
神秘 存在 让 我 们 眼前 一 亮 。 这 就 古 现 代数 学 的 魅力 所 在 ， 也 是 现代 世 
界 的 神奇 所 在 。 


艾 希 勒 的 这 个 数学 成 果 固 然 拥 有 与 生 俱 来 的 内 在 美 ， 为 我 们 揭示 
了 看 似 无 关 的 数学 领域 之 间 出 人 意料 的 联系 ， 但 是 人 们 仍 不 免 对 其 产 
生 一 丝 疑 惑 : 这 个 成 采 守 竞 有 没有 实际 应 用 价值 呢 ? 有 这 样 的 疑问 纯 
属 正常 。 目 前 我 的 确 不 清楚 它 有 哪些 实际 应 用 价值 ， 不 过 ， 我 们 上 文 
讨论 的 在 包含 p 个 元 素 的 有 限 域 的 基础 之 上 形成 的 三 次 方程 式 (其 图 像 
为 椭圆 曲线 ) ， 在 编码 学 中 得 到 了 广泛 应 用 。 因 此 ， 如 果 有 一 天 ， 人 
们 将 艾 希 勒 的 研究 成 果 广 泛 地 应 用 到 实践 领域 当中 ， 并 取得 像 编码 算 
法 那样 的 显著 效果 ， 我 一 点 儿 也 不 会 感到 吃惊 。 


洲 米 米 


志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 是 艾 布 勒 研究 成 果 的 一 个 推广 。 根 据 该 猜 
想 ， 对 于 类 似 上 文 所 讨论 《这 里 我 们 稍 加 限制 ) 的 所 有 三 次 方程 式 ， 
当 模 为 质数 时 方程 式 的 根 的 数量 都 是 某 个 模 形 式 的 系数 。 此 外 ， 三 次 
方程 式 与 某 种 模 形 式 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 


我 所 说 的 “一 一 对 应 ”， 指 的 是 什么 呢 ? 假设 你 有 5 文 钢笔 和 5 文 锁 
笔 。 我 们 可 以 为 每 文 钢笔 搭配 一 文 铅 笔 ， 而 且 ， 每 文 铅笔 都 只 能 搭配 
一 文 钢笔 ， 这 就 叫 一 一 对 应 。 


搭配 的 方法 有 很 多 种 。 但 是 ， 假 定 在 一 一 对 应 关系 中 ， 每 一 组 中 
钢笔 和 铅笔 长 度 都 相等 ， 那 么 ， 我 们 束 把 该 长 度 叫 作 “ 不 变量 "， 并 且 


认为 这 种 对 应 关系 可 使 该 不 变量 保持 不 变 。 如 有 果 所 有 钢笔 的 长 度 都 不 
一 样 ， 那 么 由 该 属性 确定 的 对 应 关系 将 只 有 一 种 。 


现在 我 们 讨论 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 中 的 一 一 对 应 关系 。 在 构成 这 
种 对 应 关系 的 两 方 中 ， 一 方 是 类 似 于 上 文 所 讨论 的 三 次 方程 式 。 这 些 
方程 式 就 是 “钢笔 "， 对 于 每 个 方程 式 而 言 ， 数 字 ap 驶 是 它 的 不 变量 。 
(就 像 钢 笔 的 长 度 一 样 ， 不 过 现在 有 不 止 一 个 不 变量 ， 而 是 由 质数 p 标 
iH — 系列 效 二) 


男 一 方 是 模 形 式 。 这 些 模 形式 就 十 “ 负 笔 ?， 对 于 每 一 个 模 形 式 而 
言 ， 系 数 {bp} 就 是 它 的 不 变量 《就 像 铅笔 的 长 度 一 样 ) 。 


三 次 方程 式 的 根 


La RL — I 
的 数量 {a,} 


也 就 是 说 ， 对 于 任意 一 个 三 次 方程 式 ， 总 是 存在 一 个 模 形式 ， 使 
ap=bp (p 为 质数 ) ， 反 之 亦 然 。 


现在 ， 我 可 以 解释 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜 想 与 费 马 大 定理 之 间 的 关系 
了 。 我 们 从 费 马 方程 式 的 根 入 手 ， 先 构建 一 个 三 次 方程 式 。 但 是 ， 肯 - 
里 贝 符 证 明 ， 当 模 为 质数 时 该 三 次 方程 式 的 根 的 数量 不 可 能 成 为 志 村 - 
合 山 - 韦 伊 猜想 所 认为 的 必然 存在 的 某 个 模 形 式 的 系数 。 一 旦 志 村 - 合 
山 - 韦 伊 猜想 得 到 证 明 ， 我 们 就 可 以 断定 这 样 的 三 次 方程 式 不 存在 。 因 
此 ， 费 马 方 程式 无 解 。 


志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 是 一 项 非常 了 不 起 的 成 采 。 数 字 ap 来 源 于 对 
当 模 为 质数 时 方程 式 的 根 的 数量 的 研究 ， 属 于 数论 的 范畴 ， 而 数字 bp 
则 有 是 模 形 式 的 系数 ， 属 于 调和 分 析 的 范畴 。 数 论 与 调和 分 析 这 两 个 领 
域 相 去 甚 远 ， 但 是 事实 证 明 ， 两 者 研究 的 对 象 蝶 无 分 别 ! 


洲 米 OK 


将 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 稍 做 变化 ， 把 其 中 出 现 的 每 个 三 次 方程 式 
都 蔡 换 为 伽 罗 瓦 群 的 某 种 二 维 表示 ， 它 束 可 以 变 成 胃 兰 效 纲 领 的 一 个 
特例 。 我 们 从 该 三 次 方程 式 可 以 很 目 然 地 得 到 该 二 维 表示 ， 数 字 ap 则 
可 以 直接 被 应 用 到 该 表示 之 中 〈 而 不 是 该 三 次 方程 式 当 中 ) 。 因 此 ， 
志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 可 以 表现 为 伽 罗 瓦 群 与 模 形 式 的 二 维 表示 之 间 的 


大 家 应 该 还 记得 ， 我 在 第 2 章 里 曾 说 过 ， 群 的 二 维 表示 束 是 用 二 维 
空间 ( 即 平面 ) 的 对 称 操作 为 该 群 的 各 个 元 素 赋 值 的 规则 。 例 如 ， 我 
们 在 第 2 章 里 讨论 过 循环 群 的 二 维 表示 。 


推 而 广 之 ， 朗 兰 兹 提出 的 一 系列 猜想 还 可 以 通过 人 人 们 意 想 不 到 
的 、 更 为 深奥 的 方式 表现 ， 在 伽 罗 瓦 群 的 n 维 表示 (与 志 村 -谷山 - 韦 伊 
猜想 中 三 次 方程 式 相 对 应 的 二 维 表 示 的 推广 ) 与 所 谓 的 自 守 函数 ( 志 
村 -谷山 - 韦 伊 猜想 中 模 形 式 的 推广 ) 之 间 建 立 联系 。 


伽 罗 瓦 群 的 表示 


几乎 没有 人 怀疑 这 些 猜想 的 正确 性 ， 但 是 ， 时 至 今日 ， 虽 然 好 几 
代数 学 家 在 过 去 的 45 年 里 已 经 为 之 付出 了 大 量 的 心血 ， 这 些 猜想 的 大 
多 数 内 容 却 仍然 有 待 证 明 。 


mK OOK OK 


也 许 ， 大 家 会 觉得 奇怪 : 一 开始 时 数学 家 是 如 何 提 出 这 些 猜想 的 
呢 ? 


这 个 问题 涉及 数学 洞察 力 的 本 质 。 要 培养 敏 鲍 的 眼光 ， 去 发 现 前 
人 未 能 发 现 的 规律 和 联系 ， 需 要 经 年 隶 月 的 六 勤 付出 ， 绝 不 可 能 一 跌 
而 就 。 经 过 不 断 努 力 ， 你 吏 会 慢 慢 地 捕捉 到 新 现象 、 痢 理论 的 蛛 丝 马 
迹 。 刚 开始 ， 你 也 会 怀疑 目 己 。 之 后 ， 你 又 会 想 :“ 如 果真 的 是 这 样 
We? ”于 十 ， 你 开始 取样 计算 ， 检验 目 己 的 想法 。 有 了 时， 这 些 计 算 很 难 
完成 ， 你 必须 在 大 量 的 复杂 公式 中 摸索 前 进 ， 一 不 留神 融会 犯错 误 。 
失败 后 ， 你 需要 换 一 种 方法 再 答 试 。 融 这 样 ， 你 不 断 地 犯错 误 ， 不 断 
地 笑 试 。 


忙活 了 一 天 (一 个 月 ， 甚 至 一 年 ) 之 后 ， 你 发 现 目 己 的 想法 是 错 
误 的 ， 你 必须 改 弦 更 张 、 男 起 炉灶 。 这 样 的 情况 并 不 少见 ， 失 和 望 泪 到 
的 情绪 不 可 避免 地 涌 上 你 的 心头 。 你 觉得 目 己 浪费 了 大 量 时 间 ， 最 终 
却 两 手 空空 ， 这 样 的 结果 实在 很 难 接受 。 但 是 ， 你 不 肯 轻 言 放弃 。 你 
走 回 制 图 板 前 ， 分 析 更 多 的 数据 ， 从 前 面 犯 下 的 错误 中 汲取 经 蛤 教 
训 ， 努 力 找 到 一 个 更 好 的 想法 。 突 然 有 一 天 ， 你 灵光 一 现 。 此 时 ， 你 
必须 充分 发 挥 想象 力 ， 让 思想 的 痕 潮 把 你 市 到 尽 可 能 远 的 地 方 ， 哪 怕 
你 因此 得 到 的 想法 乍 看 起 来 死 诞 不 经 。 


志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 可 能 让 提出 该 猜想 的 数学 家 本 人 都 觉得 不 可 
思议 吧 ， 这 些 想法 太 疯狂 了 ! 的 确 ， 该 猜想 的 基础 是 数学 家 们 在 前 期 
研究 中 已 经 取得 的 成 果 ， 包 括 我 们 在 上 文中 讨论 过 的 艾 希 勒 的 研究 成 
果 。 艾 希 勒 提出 ， 对 于 某 些 三 次 方程 式 ， 当 模 为 p 时 ， 方 程式 的 根 的 数 
量 就 是 某 个 模 形式 的 系数 。 他 的 这 个 研究 成 果 随后 被 志 村 五 郎 (Goro 
Shimura) 推广 到 所 有 的 三 次 方程 式 中 。 在 当时 的 人 有 眼中， 这 个 “ 创 
举 ” 肯 定 极为 大 胆 和 疯狂 。1955 年 9 月 ， 在 东京 举行 的 代数 数论 国际 研 
讨 会 上 ， 日 本 数学 家 谷山 丰 (Yutaka Taniyama) 首次 以 问题 的 形式 提 
出 这 个 极为 大 胆 的 猜想 。 


我 一 直 非 常 疑 惑 : 谷山 怎么 敢 提出 这 么 狗 狂 的 想法 呢 ? 在 国际 研 
讨 会 这 样 的 正式 场合 公开 提出 这 样 的 想法 ， 他 的 勇气 从 何 而 来 呢 ? 


我 们 可 能 永远 也 找 不 到 答案 ， 因 为 谷山 在 提出 这 个 伟大 的 想法 之 
后 不 久 ， 就 于 1958 年 11 月 自杀 身亡 了 ， 年 仅 31 岁 。 这 不 能 不 令 人 扼腕 
叹息 ， 但 更 可 悲 的 是 ， 谷 山 计 划 迎 娶 的 那 位 女士 也 步 了 他 的 后 侍 ， 结 
束 了 自己 的 生命 。 她 自杀 前 给 世人 留 下 了 一 纸 遗 言 : 


我 们 有 过 海 拆 山 盟 ， 无 论 天 涯 海 角 ， 永 不 分 离 。 现 在 ， 他 离 我 
而 去 ， 我 也 要 离开 这 个 尘世 去 陪伴 他 。 


此 后 ， 志 村 五 即 对 这 个 猜想 进行 了 完善 ， 使 之 更 为 精准 。 志 村 是 
谷山 的 好 友 兼 同事 ， 也 是 一 位 日 本 的 数学 家 ， 他 大 部 分 时 间 都 在 普 林 
斯 顿 大 学 任职 ， 现 在 是 该 校 的 采 誉 教授 。 志 村 在 数学 领域 做 出 了 种 种 
重大 贡献 ， 其 中 有 很 多 都 与 朗 兰 北 纲领 有 关 ， 有 好 几 个 基本 概念 都 是 
以 他 的 名 字 命 名 的 [例如 “ 艾 希 勒 - 志 村 同 余 关 系 ” (Eichler-Shimura 


congruence relations) 和 “ 志 村 艇 ” (Shimura varieties) ]。 


志 村 曾 写 过 一 篇 纪念 谷山 的 文章 ， 在 这 篇 文章 中 ， 他 对 谷山 的 评 
价 令 人 难忘 。 


尽管 他 从 不 草率 行事 ， 但 他 不 断 地 犯 一 些小 错误 。 不 过 ， 他 天 
赋 异 豪 ， 所 犯错 误 大 多 不 是 方 问 性 错误 ， 也 无 仿 大 雅 。 我 对 他 的 天 
OA Was, GAIA), REAL CAS RTC 。 


用 志 村 的 话说 ， 人 谷山 在 1955 年 9 月 的 东 系 研讨 会 上 “提出 目 己 的 猜 
想 时 ， 对 问题 的 表述 不 是 非常 仔细 ”， 有 的 地 方 还 需要 修改 。 不 过 ， 瑕 
不 掩 瑜 ， 合 山 的 这 个 草 命 性 洞 见 引领 大 数学 领域 获得 了 20 世 纪 最 为 理 
着 的 一 个 成 束 。 


该 猜想 的 名 称 中 使 用 的 第 三 个 人 名 是 安 德 烈 韦 伊 。 我 在 前 面 已 经 
所 到 过 韦 伊 ， 他 是 20 世 纪 数 学 界 的 一 位 泰斗 级 人 物 ， 以 容 智 赣 称 于 


世 。 韦 伊 出 生 于 法 国 ， 于 “二 战 " 期 间 来 到 美国 。 他 先是 在 美国 多 所 大 
学 从 事 学 术 人 研究 工作 ，1958 年 ， 他 进入 普林斯顿 大 学 高 等 研究 院 ， 一 
直 工 作 到 1998 年 他 去 世 为 止 ， 孚 年 92 罗 。 


1981 年 的 安 德 烈 韦 伊 。 照 片 来 源 : 赫 尔 曼 . 朗 绍 夫 (Herman Landshoff) ， 美 国 新 泽 西 州 普 林 
斯 顿 大 学 高 等 研究 院 谢 比 -怀特 与 里 昂 - 莱 维 档案 馆 


韦 伊 与 朗 兰 效 纲领 也 有 着 密切 的 联系 。 罗 伯 特 : 朗 主 效 在 一 封闭 名 
的 信 中 首次 阐述 了 他 的 想法 ， 收 信人 正 古 韦 伊 。 此 外 ， 韦 伊 还 是 志 村 - 
谷山 - 韦 伊 狂想 名 称 中 提 及 的 第 三 个 人 。 更 为 重要 的 是 ， 安 德 烈 韦 伊 
在 给 他 妹妹 的 一 封 信 中 ， 对 数学 “大 趋势 ”进行 了 深入 训 析 ， 借 此 我 们 
可 以 更 好 地 理解 朗 兰 兹 纲领 。 我 们 在 下 一 章 中 将 对 此 进行 讨论 ， 这 些 
内 容 是 把 朗 三 效 纲领 引入 几何 学 领域 的 桥梁 。 


第 9 章 
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现代 数学 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ” 


1940 年 ， 安 德 烈 . 韦 伊 因 拒绝 参战 而 在 法 国 被 捕 入 狱 。《 经 济 学 
家 》 (The Economist) 杂志 发 表 的 文章 指出 : 


在 第 一 次 世界 大 战 期 间 ,， “在 牺牲 面 前 众生 平等 ”的 错误 理念 ， 
导致 法 国 科 学 界 的 大 批 年轻 精 英 惨 遭 杀害 。 法 国 数学 弄 因 此 而 遭受 
的 惨重 损失 令 韦 伊 深 感 悲痛 ， 他 坚信 自己 有 义务 ， 不 仅 是 为 了 他 目 
己 ， 也 是 为 了 整个 人 类 文明 ， 把 目 己 的 一 生 奉 献 给 数学 研究 。 他 所 
出 ， 如 末 不 能 坚守 这 个 信念 ， 束 意味 着 犯罪 。 有 人 提出 各 种 反对 理 
由 ， 诸 如 “如 果 每 个 人 都 像 你 这 样 ..…...” 圳 伊 的 回答 是 ， 这 种 可 能 性 
几乎 没有 ， 因 此 他 根本 不 会 加 以 考虑 。 


在 狱 中 ， 韦 伊 给 妹妹 西蒙 娜 . 韦 伊 (Simone Weil) 一 一 一 位 著名 的 
哲学 家 和 人 文 主义 者 一 一 写 了 一 封 信 ， 这 封 信 非常 重要 。 他 在 信 中 用 
非常 简单 的 语言 ( 连 哲 学 家 都 能 看 懂 ， 开 个 玩笑 ) 详细 地 解释 了 他 对 
数学 “大 趋势 * 的 理解 。 韦 伊 的 这 个 做 法 堪 称 典范 ， 值 得 所 有 从 事 数 学 
研究 的 人 借鉴 。 有 时 候 ， 我 开玩笑 说 ， 或 许 我 们 应 该 把 顶尖 的 数学 家 
抓 起 来 ， 这 样 ， 他 们 或 会 像 韦 伊那 样 ， 用 人 们 能 看 慌 的 语言 解释 目 己 
的 想法 。 


在 信 中 ， 韦 伊 谈 到 了 类 比 在 数学 中 的 作用 ， 并 以 目 己 最 感 兴趣 的 


类 比 一 一 数论 与 几何 学 的 类 比 ， 来 阐明 这 个 问题 。 


事实 证 明 ， 数 论 与 几何 学 的 类 比 在 朗 兰 效 纲领 的 发 展 过 程 中 起 到 
了 非常 重要 的 作用 。 我 们 在 前 面 讨论 过 ， 朗 兰 效 纲领 的 核心 在 于 数 
论 。 并 三 兹 设想 了 一 些 难度 较 大 的 数论 问题 ， 例 如 计算 当 模 为 质数 时 
方程 式 根 的 数量 ， 可 以 利用 调和 分 析 法 。 更 具体 地 说 ， 即 通过 研究 目 
守 图 数 来 解决 。 这 个 想法 具有 非常 重要 的 意义 ， 首先 ， 它 为 我 们 解决 
玉手 的 难题 开辟 了 一 个 新 的 途径 ; 其 次 ， 这 个 想法 直击 不 同 数学 领域 
间 隐 藏 极 深 的 基础 性 联系 。 因 此 ， 我 们 目 然 备 感 有 趣 ， 希 望 了 解 这 些 
不 同 领 域 之 间 到 展 有 什么 内 在 联系 ， 以 及 为 什么 存在 这 种 联系 。 时 至 


今日 ， 我 们 仍然 没有 彻底 解决 这 些 问 题 ， 吏 连 志 村 -谷山 - 韦 伊 狂想 的 
证 明 也 人 花费 了 我 们 很 多 时 间 ， 该 猜想 研究 的 只 是 一 般 性 朗 兰 效 猜 想 的 
一 个 特例 。 而 表 主 效 纲领 中 仍然 有 成 百 上 干 个 类 似 命 懒 有 待 证 明 。 


因此 ， 面 对 如 此 复杂 的 猜想 ， 我 们 该 怎么 办 呢 ? 一 个 可 行 的 办 法 
忠 是 刻 东 钻研， 努力 寻找 新 的 想法 和 新 的 深刻 见解 。 当 今 数学 界 有 很 
多 人 正在 这 样 做 ， 他 们 也 取得 了 一 个 又 一 个 显著 的 进展 。 男 一 个 可 行 
的 方法 则 是 拓展 表 兰 北 纲领 的 范畴 。 既 然 朗 三 效 纲领 掏 示 了 数论 与 调 
和 分 析 的 一 些 基 本 和 架构， 以 及 两 者 之 间 的 了 联系， 那么， 很 有 可 能 在 其 
他 数学 领域 中 也 存在 类 似 的 基本 架构 和 联系 。 


研究 表明 ， 情 况 确 实 如 此 。 人 人们 逐渐 意识 到 ， 在 其 他 数学 领域 ， 
如 几何 学 ， 甚 至 量子 物理 ， 也 有 可 能 存在 类 似 的 神秘 规律 。 我 们 在 研 
完 某 一 个 领域 的 规律 时 ， 对 这 些 规律 在 其 他 领域 的 意义 也 会 有 所 发 
现 。 我 在 上 文中 说 过 ， 明 兰 歼 纲 领 束 是 数学 中 的 大 统一 理论 ， 它 揭示 
了 一 些 普 忆 现象 以 及 不 同 领域 之 间 存 在 的 联系 。 我 坚信 这 十 帮助 我 们 
理解 数学 真正 内 洱 的 金 钥 古 ， 其 研究 意义 远大 于 明 兰 将 猜 想 本 吴 。 


现在 ， 朗 兰 兹 纲领 涉及 的 内 容 十 分 广博 ， 一 大 批 人 都 在 为 之 努 
力 。 人 研究 者 分 属 数论 、 调 和 分 析 、 几 何 学 、 表 示 理 论 、 数 学 物理 等 不 
同 领 域 ， 尽 管 研 究 的 对 象 各 异 ， 但 十 他 们 观察 到 的 现象 却 十 分 相似 。 
这 些 现象 可 以 给 研究 者 们 提供 线索 ， 帮 助 他 们 理解 这 些 不 同 领域 之 间 
的 关系 ， 从 而 把 这 些 部 件 拼 成 一 幅 巨大 的 拼图 。 


我 研究 朗 兰 效 纲 领 的 切入 点 是 “ 卡 职 - 称 迪 代数 ”(Kac-Moody 
algebras， 下 面 儿 章 将 做 详细 介绍 ) 。 随 着 我 对 妆 兰 效 纲领 的 了 解 不 断 
深入 ， 它 在 数学 上 无 处 不 在 的 影响 力 让 我 越发 感到 心旷神怡 、 没 动 不 
已 。 


我 们 可 以 把 现代 数学 的 不 同 领域 看 作 一 门 门 语言 。 不 同 语言 中 的 
某 些 句子 ， 在 我 们 眼中 ， 它 们 表达 的 意思 是 一 样 的 。 我 们 把 这 些 句 子 


放 到 一 起 ， 不 断 积 素 ， 台 能 得 到 一 部 字典 ， 可 以 帮助 我 们 做 翻译 工 
作 。 数 学 的 不 同 领 域 的 情况 与 之 相似 。 安 德 烈 - 韦 伊 的 那 封 信 殊 给 我 们 
建立 了 一 个 合适 的 框架 ， 有 助 于 我 们 理解 数论 与 几何 学 之 间 的 联系 。 
韦 伊 把 这 个 框架 称 为 现代 数学 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ”外 。 


一 方面 ， 我 们 把 数论 领域 的 一 些 内 容 作 为 研究 对 象 ， 包 括 有 理 数 
和 上 一 章 讨 论 过 的 其 他 数 域 ， 例 如 在 有 理 数 中 添加 2 后 得 到 的 数 域 ， 以 
及 这 些 数 域 的 伽 罗 瓦 群 。 


男 一 方面 ， 我 们 人 研究“ 柳 曼 曲面 *。 最 简单 的 黎 曼 曲面 足球 面 。 


次 简单 的 是 环 面 ， 即 甜 甜 圈 的 表面 。 这 里 需要 强调 一 点 ， 我 们 只 
考虑 研 醋 图 的 表面 ， 而 不 考虑 其 内 部 结构 。 


还 有 一 种 黎 曼 曲面 是 丹麦 酥 皮 饼 的 表面 ， 或 者 椒盐 脆 纽 结 饼 的 表 
面 ， 如 下 图 所 示 ( 见 下 页 ) 。 


甜 甜 图 有 一 个 “孔洞 "， 而 丹麦 酥 皮 饼 有 两 个 "孔洞 ”。 还 有 些 黎 曼 
曲面 有 n 个 孔洞 ， 其 中 n=3，4，5，...。 在 数学 领域 ， 这 些 孔洞 的 数目 
BE ERE HHS” (genus) 全 ) 。 黎 曼 曲 面 是 以 德国 数学 家 波 轧 
哈 德 . 黎 曼 〈Bernhard Riemann) 的 名 字 命 名 的 。 黎 曼 生 活 于 19 世 纪 ， 
他 的 研究 工作 为 数学 领域 开辟 了 若干 重要 的 新 发 展 方向 。 他 的 曲面 理 
论 ， 现 在 被 称 作 黎 曼 几 何 ， 是 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 的 基础 ， 爱 因 斯 坦 
方程 式 用 表示 时 空 曲率 的 黎 曼 张 量 ， 来 描述 万 有 引力 。 
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存在 众多 相似 性 。 两 者 之 间 还 存在 男 外 一 类 对 象 ， 这 是 理解 两 者 相关 
性 的 关键 所 在 。 


为 了 更 好 地 了 解 这 类 对 象 ， 我 们 必须 清楚 ， 歼 曼 曲面 可 以 用 代数 
方程 式 来 描述 。 例 如 : 
y2+y=X3_x2 
我 们 再 次 以 上 面 这 样 的 三 次 方程 式 为 例 。 前 面 说 过 ， 在 讨论 这 类 
方程 式 的 根 时 ， 必 须 规定 其 所 在 的 数字 系统 。 数 字 系 统 可 以 有 多 种 选 
择 ， 从 而 引出 不 同 的 数学 理论 。 


在 上 一 章 ， 我 们 讨论 了 当 模 为 质数 时 方程 根 的 情况 ， 这 是 一 种 数 
学 理论 。 我 们 还 可 以 考虑 在 复数 条 件 下 根 的 情况 ， 这 又 是 另外 一 种 数 
学 理论 。 在 后 一 各 情况 下 ， 我 们 会 得 到 黎 曼 曲面 。 


人 们 经 党 觉得 复数 充满 神秘 感 ， 而 且 无 比 复杂 。 事 实 上 ， 复 数 与 
我 们 上 一 章 讨 论 的 2 的 平方 根 一 样 ， 并 没有 达到 无 法 理解 的 复杂 程度 。 


现在 ,我 来 告诉 大 家 其 中 的 秘密 。 在 上 一 章 ， 我 们 在 有 理 数 中 添 
加 了 方程 式 必 =2 的 两 个 根 ,我 们 把 这 两 个 根 记 作 \22 和 -2 。 现 在， 我 
们 不 讨论 方程 式 x=2， 而 钙 讨 论 方程 式 x*=-1。 这 个 方程 式 看 上 去 比 上 
一 个 方程 式 复杂 吗 ? 不 是 的 。 该 方程 虽然 在 有 理 数 范围 内 无 解 ， 但 是 
我 们 无 须 担心 。 我 们 把 该 方程 的 两 个 根 添加 到 有 理 数 中 ， 并 把 它们 分 


史记 作 N 一 1 和 一 1 " 它们 满足 方程 式 x*=-1， 即 : 
V-1*=1, Ci y=-1 


OER — TARE BA Ell 数字 V 不 是 有 理 数 ， 但 它 
是 一 个 实数 ， 因 此 ， 把 它 添 加 到 有 理 数 中 ， 所 生成 的 数 域 仍 然 属于 实 
数 范畴 。 


我 们 可 以 通过 下 述 方 式 ， 从 几何 学 的 角度 来 理解 实数 。 画 一 条 直 
线 ， 在 该 直线 上 标 出 两 个 点 ， 分 别 代表 数字 0 和 1。 然 后 在 1 的 右 侧 再 标 
出 一 个 点 ， 使 其 与 1 的 距离 等 于 0 与 1 之 间 的 距离 ， 该 点 代表 数字 2。 以 
同样 的 方式 在 直线 上 标 出 所 有 代表 其 他 整数 的 点 。 接 下 来 ， 我 们 把 代 
表 整 数 的 各 个 点 之 间 的 距离 进行 进一步 细 分 ， 以 表示 有 理 数 。 例 如 ， 
数字 1/2 对 应 0 与 1 的 中 点 ， 数 字 7/3 对 应 位 于 2 和 3 之 间 的 前 处 3 的 点 ， 
依 此 类 推 。 现 在 ， 我 们 知道 ， 实 数 与 该 直线 上 的 所 有 点 都 形成 了 一 一 
对 应 关系 。 


在 前 文 中 讨论 数字 N22 时 ， 我 们 用 直角 边 长 度 为 1 的 直角 三 角形 的 


斜 边 长 度 来 表示 这 个 数字 。 因 此 ， 我 们 在 直线 上 表示 |2 TTS ze 
ALON A WWREI—A a, RS OME STAB = AB PK 
度 。 数 字 r 的 值 等 于 直径 为 1 的 圆 的 周 长 ， 因 此 ， 我 们 可 以 用 同样 的 方 
法 在 直线 上 标 出 该 数字 。 


但 是 ， 方 程式 2-_1 在 有 理 数 范围 内 无 解 ， 也 没有 实数 根 。 这 是 因 
为 任意 实数 的 平方 都 是 正 数 或 0， 而 不 可 能 等 于 1 。 因 此 ， 与 V2 aL 
V2 示 同一 工 和 一] 部 不 是 实数 。 不 过 ， 这 又 有 什么 关系 呢 ? 


我 们 在 前 面 采 取 了 一 些 方法 ， 引入 了 数字 2 和 AM2 。 现 在， 我 们 可 
以 采用 同样 的 方法 ， 引 入 数字 -1 和 一 1。 同 时 ， 在 对 这 些 新 数字 进行 运 
算 时 ， 我 们 也 可 以 采用 相同 的 运算 法 则 。 


我 们 回顾 一 下 前 文 的 内 容 ， 我 们 注意 到 方程 式 =2 在 有 理 数 苑 


内 无 解 ， 于 是 为 该 方程 式 创建 了 两 个 根 ， 分 别 记 作 2 入 2 并 将 
其 添加 到 有 理 数 中 ， 从 而 得 到 一 套 新 的 数字 系统 (我 们 称 之 为 数 
域 '。 同 样 ， 我 们 在 观察 方程 式 *x=-1 时 ， 也 发 现 该 方程 式 在 有 理 数 范 


| 记 作 \-1 和 一 


\ 一 】 并 添加 到 有 理 数 中 。 程 序 完全 相同 ! 但 是 ， 我 们 在 考虑 这 套 


新 的 数字 系统 时 ， 为 什么 会 觉得 它 比 包含 |2 的 那 套 数字 系统 更 复杂 
呢 ? 


内 无 解 ， 于 是 我 们 为 该 方程 式 创建 了 两 个 根 ， 分 另 


之 所 以 产生 这 样 的 感觉 won 


Spee 而 N 一 ] 各 不 能 通过 同样 直观 的 几何 方式 来 表 
。 这 种 感觉 纯 属 心理 作用 ， 因 为 通过 代数 的 方法 ， 我 们 可 以 有 效 地 


wll 这 跟 处 理 V2 没有 什么 区 别 。 


我 们 把 \ 一 ] 添加 到 有 理 数 中 得 到 一 套 新 的 数 子 系统。 该 数字 
系统 的 元 素 叫 作 复数 ， 其 书面 表达 式 是 : 


r+s V1 


其 中 ，r 和 s 十 有 理 数 。 接 下 来 ,我们 把 上 述 表 达 式 ， 与 前 文中 提 


i cies ee a 。 对 
于 任意 两 个 这 样 的 数字 ， 我 们 在 进行 加 法 运算 时 ， 只 需要 将 其 中 的 r 部 
分 和 s 部 分 分 别 相 加 ; 而 在 进行 乘法 运算 时 ， 我 们 可 以 去 挥 插 号， 用 


P= =-1 这 个 规则 进行 运算 即 可 。 同 样 ， 我 们 还 可 以 对 其 进 
行 减法 和 除法 运算 。 

最 后 ， 我 们 将 对 复数 的 定义 进行 延伸 和 拓展 ， 人 允许 上 述 表 达 式 中 
的 r 和 s 是 任意 实数 〈 而 不 仅仅 是 有 理 数 ) ， 这 样 的 复数 最 具 一 般 性 。 


注意 ， 习 惯性 的 做 车 是 把 一 ] 记 作 i( 表 示 “ 虚 构 的 数 
=> (imaginary) ]， 但 是 我 不 会 这 样 做 。 我 选择 一 了 这样 的 表达 
目的 是 强调 该 数字 的 代数 含义 ， 一] 就 是 -1 的 一 个 平方 根 ,与 (2 
是 22 的 一 个 平方 根 一 样 。 这 组 庸 置疑， 也 不 像 我 们 想 的 那样 神秘 。 


我 们 可 以 通过 几何 的 方式 来 表示 这 些 数字 ， 以 便 了 解 它们 的 具体 
侣 义 。 实 数 可 以 表示 为 直线 上 的 操 ， 与 之 相似 ， 复 数 也 可 以 表示 为 平 


面 上 的 点 。 也 就 是 说 ， 对 于 复数 r+ts v—1 ， 我 们 可 以 把 它 表 示 成 由 r 
轴 和 s 轴 所 确定 的 平面 上 的 点 。 


r 


现在 ， 我 们 回 过 头 来 ， 继 续 研 究 三 次 方程 式 : 
a 


y*ty=x 


并 找 出 该 方程 式 的 复数 根 。 


人 们 通过 研究 发 现 了 一 个 值得 关注 的 事实 。 该 方程 式 的 所 有 复数 
根 的 集合 ， 正 好 是 上 文中 描述 的 环 面 上 各 点 的 集合 。 换 名 话说 ， 环 面 
上 有 且 只 有 一 组 能 满足 上 述 三 次 方程 式 的 复数 x`y， 反 之 尔 然 。 


如 果 你 以 前 没 接触 过 复数 ， 估 计 现 在 你 已 经 感到 头疼 了 。 这 一 点 
儿 也 不 奇 性。 理解 一 个 复数 惑 够 麻烦 的 了 ， 现 在 却 要 同时 理解 两 个 复 
数 ， 而 且 这 两 个 复数 还 是 某 个 方程 式 的 两 个 根 。 这 些 成 对 的 复数 与 环 
面 上 各 点 的 一 一 对 应 关系 并 非 一 目 了 然 ， 因 此 ， 即 使 你 没有 看 出 来 也 
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为 了 让 大 家 确信 代数 方程 式 的 根 与 几何 图 形 存在 对 应 关系， 我 们 
先 来 研究 一 个 在 实数 范围 内 有 人 解 的 方程 式 。 这 样 的 方程 式 比 有 复数 根 
的 方程 式 简 单一 些 。 例 如 ， 我 们 可 以 考虑 下 列 方程 式 : 


我 们 把 该 方程 式 的 根 以 点 的 形式 标 在 由 x 轴 和 y 轴 确定 的 平面 上 ， 
所 有 根 的 集合 构成 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 1 的 圆 。 由 实数 变量 x 和 y 构 成 
的 其 他 所 有 代数 方程 式 ， 其 根 的 集合 同样 可 以 在 该 平面 上 构成 一 条 曲 
线 。 


每 个 复数 从 一 定 意义 上 讲 都 是 两 个 实数 〈 每 个 复数 都 是 由 一 对 实 
数 确定 的 )  ， 因 此 ， 此 类 代数 方程 式 的 复数 根 x 和 y 自 然 会 形成 一 个 黎 
曼 曲 面 。 


除 实数 根 和 复数 根 以 外 ， 我 们 还 可 以 在 由 {0, 1, 2, ..., p-2, p- 
1} 这 些 元 素 构 成 的 有 限 域 中 找 出 根 x、y， 其 中 p 是 质数 。 换 言 之 ， 我 们 
将 x、y 代 入 方程 式 ， 方 程式 左右 两 边 部 会 变 成 整数 ， 而 且 这 两 个 整数 
都 是 p 的 整数 倍 。 于 和 是， 我 们 会 得 到 数学 领域 所 谓 的 有限 域 平 面 上 的 


曲线 ”。 当 然 ， 它 不 是 真正 的 曲线 。 之 所 以 使 用 该 术语 ， 有 是 因为 我 们 找 
到 的 实数 根 可 以 在 平面 上 构成 曲线 。 


韦 伊人 敏锐 地 洞察 到 ， 这 个 领域 中 最 基本 的 研究 对 象 是 代数 方程 
式 ， 如 上 文 所 讨论 的 三 次 方程 式 。 根 据 所 选取 的 定义 域 ， 同 一 个 方程 
式 可 能 会 表示 成 几何 形式 的 曲面 、 曲 线 或 一 组 点 ， 这 些 图 形 只 不 过 是 
该 方程 式 抽象 含义 的 不 同 “ 化 身 *”， 就 像 印度 教 中 的 毗 温 奴 [ 忆 有 10 个 化 
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(人 们 认为 ， 印 度 教 的 这 篇 经 文 首先 提出 了 毗 湿 妈 化 身 说 ) 。 韦 伊 认 
为 ， 当 两 种 理论 间 的 粗浅 类 比 转化 为 有 形 的 知识 时 ， 就 会 产生 深远 的 
意义 。 他 在 信 中 用 富 含 诗意 的 语言 ， 描 绘 了 这 种 转变 的 结果 。 


这 两 种 理论 从 此 消失 于 历史 的 尘埃 里 ， 随 之 而 去 的 是 它们 留 给 
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吵 。 太 棒 了 ， 我 们 只 需要 面 对 一 种 理论 了 ， 它 气 宇 轩 易 的 美感 再 也 
不 会 让 我 们 诚 悍 诚 嫩 、 激 动 不 已 。 两 种 理论 之 间 的 这 种 上 暗 通 款 曲 会 
产生 丰硕 的 成 果 ， 给 真正 的 行家 带 来 无 与 伦比 的 愉 屏 .…... 恰 悦 感 来 
目 对 意义 的 错觉 和 曲解 ， 一 旦 幻象 消失 ， 取 而 代 之 的 束 是 知识 ， 我 
们 再 也 不 会 英名 兴奋 ， 而 是 冷眼 卷 观 。《 注 伽 焚 歌 》 中 有 一 段 诗 文 
描述 了 类 似 的 感受 。 不 过 ， 现 在 我 们 还 是 回 过 头 继续 讨论 代数 方程 
EGE? 
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了 。 两 者 都 来 产 于 同一 类 方程 式 ， 只 不 过 我 们 所 选 的 定义 域 不 同 : 有 
时 是 在 有 限 域 中 求解 ， 有 时 则 用 复数 表示 方程 根 。 此 外 ， 韦 伊 在 他 的 
信 中 告诉 我 们 , “数论 中 的 任何 求解 过 程 或 结果 都 可 以 直接 理解 成 ”有 
限 域 平面 上 的 曲线 ， 也 就 是 说 ， 有 限 域 平面 上 的 曲线 是 连接 数论 与 黎 
受 曲面 的 纽 市 。 


因此 ， 我 们 找到 了 连接 数论 与 黎 曼 曲面 的 桥 染 ， 或 者 说 “ 纽 
带 ”( 韦 伊 给 出 的 名 称 ) ， 即 有 限 域 代 数 曲 线 理论 。 换 言 之 ， 我 们 有 三 
组 平行 轨道 。 


数论 有 限 域 平面 上 的 曲线 黎 曼 曲面 


韦 伊 想 探 索 是 否 有 可 能 从 一 个 轨道 中 选取 某 个 表述 ， 然 后 将 其 转 
化 成 另外 两 个 轨道 中 的 表述 。 他 在 给 他 妹妹 的 信 中 说 : 


我 的 研究 目的 是 破译 用 三 种 语言 写 束 的 文本 。 在 这 三 个 领域 
中 ， 我 只 有 一 些 文 离 破碎 的 知识 。 我 对 这 三 种 语言 分 别 有 一 些 理 
解 ， 但 古 我 也 清楚 这 三 个 轨道 彼此 之 间 在 内 涵 上 存在 巨大 的 分 歧 ， 
我 到 目前 为 止 还 没有 充分 掌握 这 些 分 歧 。 经 过 几 年 的 研究 ， 我 只 积 
素 了 一 些 知 识 的 碎片 ， 这 还 不 足以 编 复 出 一 本 完整 的 翻译 字典 。 


接 下 来 ， 韦 伊 致力 于 研究 如 何 将 他 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ” 付 诸 实践 。 他 
的 努力 取得 了 令 人 叹为观止 的 成 采 ， 我 们 现在 称 之 为 “ 韦 伊 猜想 ”。20 
世纪 下 半 叶 ， 有 关 韦 伊 猜 想 的 证 明 活 动 极 大 地 推动 了 数学 的 发 展 。 
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我 们 还 是 回 过 头 来 从 朗 兰 兹 纲领 说 起 。 朗 兰 效 最 初 的 想法 涉及 书 

伊 的 “ 罗 突 塔 石 碑 ” 左 端的 轨道 ， 即 数论 。 他 在 数论 的 伽 罗 瓦 群 表 示 

(这 是 数论 的 研究 内 容 ) 与 自 守 函数 (这 是 调和 分 析 的 内 容 ) 之 间 建 

立 了 联系 。 调 和 分 析 是 与 数论 相去 甚 远 的 数学 领域 (SE EA 

碑 ” 的 另外 两 个 轨道 的 关系 也 不 紧密 ) 。 现 在 ， 我 们 可 能 会 问 : 如 果 我 

们 用 过 伊 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ”中 间 与 右 端的 两 个 轨道 里 的 某 些 研究 对 象 取 
代 伽 罗 瓦 群 ， 有 是 否 还 能 发 现 这 种 关系 呢 ? 


因为 所 有 必需 的 成 分 都 已 经 齐备 了 ， 所 以 将 朗 三 效 纲领 转换 到 中 
间 轨 道上 并 不 是 十 分 复杂 。 此 时 ， 数 论 的 伽 罗 瓦 群 应 当 转换 成 气 有 限 


域 平面 上 的 曲线 相关 的 全 罗 瓦 群 。 调 和 分 析 的 一 个 分 支 妍 究 的 束 古 堪 
当 此 任 的 目 鱼 函数。 天 三 效 在 他 最 初 的 研究 中 ， 已 经 在 人 罗 瓦 群 的 表 
示 与 和 中 间 轨 道 相关 的 目 守 函数 之 间 建 立 了 联系 。 


不 过 ， 如 何 将 这 种 天 系 发 展 到 “ 罗 塞 塔 石 碑 ” 的 右 病 轨道 ， 人 人们 仍 
然 不 知道 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 我 们 需要 从 黎 曼 曲 面 理论 中 为 伽 罗 瓦 
群 与 目 针 瑟 数 找到 几何 学 的 类 比 天 系 。 当 关 兰 效 首次 提出 他 的 这 些 想 
法 时 ， 他 已 经 找到 了 分 罗 瓦 群 的 几何 类 比 关 系 ， 但 是 目 守 函数 的 几何 
类 比 关系 仍然 是 一 个 恋 。 直 到 20 世 纪 80 年 代 ， 在 俄罗斯 杰出 数学 家 弗 
拉 基 米尔 : 德 林 费 尔 德 的 开创 性 研究 的 引领 下 ， 人 们 才 找 到 了 合适 的 管 
案 ， 将 朗 兰 效 纲领 发 展 到 “ 罗 塞 塔 石 碑 ”的 第 三 个 轨道 上 。 


我 们 先 从 伽 罗 瓦 群 的 几何 类 比 谈 起 ， 伽 罗 瓦 群 的 儿 何 类比 是 歼 曼 
曲面 的 “基本 群 ” (fundamental group) 。 


基本 群 是 数学 分 文 拓 扑 学 领域 中 的 一 个 非常 重要 的 概念 ， 其 关注 
的 焦点 是 几何 形状 的 显著 特点 (如 黎 曼 曲 面 中 “孔洞 ”的 个 数 ) 。 


我 们 以 环 面 为 例 。 我 们 在 环 面 上 取 一 点 P， 观 察 从 该 点 开始 并 至 该 
护 结 束 的 闭合 路 径 。 我 们 在 下 图 中 展示 出 两 条 这 样 的 路 人 径 。 


同样 ， 任 何 给 定 歼 受 曲面 的 基本 群 都 是 由 该 黎 曼 曲面 上 目 固 定点 
开始 并 至 该 点 结束 的 闭合 路 径 组 成 的 。 


已 知 从 国定 点 P 开 始 且 至 该 点 结束 的 两 条 路 径 ， 我 们 可 以 先 沿 第 一 
条 路 径 ， 然 后 沿 第 二 条 路 径 ， 构 建 出 一 条 者 路径。 因此 ， 这 条 新 路 径 
也 是 从 点 P 开 始 并 至 点 P 结 束 的 。 人 研究 证 明 ， 财 合 路 径 的 这 种 “加 法 运 
算 ” 满 足 第 2 章 所 介绍 的 群 的 所 有 结构 特点 ， 因 此 ， 我 们 认为 这 些 路 径 
可 以 构成 群 。 


大 家 可 能 已 经 注意 到 一 个 问题 ， 基 本 群 中 路 径 的 加 法 法 则 ， 与 我 
们 在 第 5 草 中 讨论 的 办 群 中 辫子 的 加 法 法 则 十 分 相似 。 出 现 这 种 相似 性 
并 非 倡 然 ， 我 们 在 第 5 章 中 解释 过 ， 由 mn 条 线 构成 的 辫子 可 以 被 视 为 n 个 
不 同 点 所 在 空间 中 的 路 径 。 事 实 上 ， 辩 群 Bn 正 是 该 空间 的 基本 群 。 


研究 表明 ， 上 图 所 示 环 面 上 的 两 条 路 径 可 以 互 换 ， 即 在 相 加 时 互 
换 先 后 次 序 ， 而 基本 群 的 元 素 保持 不 变 。 因 此 ， 环 面 基本 群 的 一 般 元 
素 可 以 通过 治 第 一 条 路 径 运动 M 次 、 再 沿 第 二 条 路 径 运 动 N 次 得 到 
WUM、N 为 整数 ， 如 果 M 为 负数 ， 则 沿 与 第 一 条 路 径 相 反 的 方向 运动 M 
次 ， 如 果 N 为 负数 ， 则 操作 方式 相同 ) 。 由 于 两 条 基本 路 径 可 以 互 
换 ， 因 此 先后 次 序 并 不 重要 ， 最 后 结果 也 是 相同 的 。 


对 于 其 他 歼 曼 曲面 ， 其 基本 群 的 结构 更 复杂 。 不 同 路 径 不 一 定 可 
以 互 换 ， 这 与 办 群 的 情况 相似 。 我 们 在 第 5 章 中 讨论 过 ， 在 由 两 条 以 上 
的 线 构 成 的 关子 中 ， 各 条 线 不 可 以 互 换 。 
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人 们 早已 发 现 ， 伽 罗 瓦 群 与 基本 群 之 间 具 有 不 小 的 相似 性 。 因 
此 ， 我 们 的 第 一 个 问题 就 迎刃而解 了 : 在 韦 伊 的 “ 罗 赛 塔 石碑 ”的 右 站 
Pe, MS NRT ART A? 管 案 是 黎 曼 曲面 的 基本 群 。 


接 下 来 ， 我 们 需要 为 目 守 函数 找到 合适 的 类 比 对 象 。 古 老 的 目 守 
函数 概念 在 数学 研究 中 会 市 来 诸多 不 便 ， 因 此 我 们 需要 回 前 迈 一 大 


步 ， 用 现代 数学 中 内 涵 更 深奥 的 “ 层 ”(sheaf) 来 取代 目 守 函数 。 我 们 
将 在 本 书 的 第 14 草 中 讨论 层 的 概念 。 


20 世 纪 80 年 代 ， 弗 拉 基 米尔 ' 德 林 费 和 尔 德 提 出 用 层 来 取代 目 守 图 
数 。 他 为 衣 兰 效 纲领 建立 的 新 公式 ， 可 以 被 应 用 到 韦 伊 的 “ 罗 赛 塔 石 
碑 ” 的 中 间 和 右 侧 〈 分 别 涉及 有 限 域 平 面 上 的 曲线 和 歼 受 曲面 这 两 个 轨 
道 ， 该 公式 现在 被 称 作 “ 几 何 朗 兰 兹 纲领 ”。 而 且 ， 德 林 费 尔 德 还 为 韦 
伊 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ” 右 侧 轨 道中 的 目 守 函数 找到 了 合适 的 类 比 对 象 。 
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1990 年 春天 ， 我 在 哈佛 大 学 见 到 了 德 林 费 尔 德 。 他 不 仅 激 起 了 我 
对 朗 兰 兹 纲领 的 兴趣 ， 还 让 我 认识 到 目 己 也 可 以 为 它 的 发 展 尽 绢 薄 之 
力 。 德 林 费 尔 德 发 现 儿 何 朗 兰 效 纲领 与 我 在 莫斯科 求学 期 间 的 研究 领 
域 存在 着 某 种 联系 ， 因 此 ， 我 的 研究 成 果 在 德 林 费 尔 德 的 新 方法 中 起 
到 了 极其 重要 的 作用 。 我 的 数学 生涯 也 因此 发 生 了 巨大 的 转变 ， 从 那 
Wha, B= 2S A ERT RA 
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一 篇 论文 之 后 ， 我 又 取得 了 哪些 新 进展 。 


1. 17994, EES PA OS Se A Ae, ACARI CS + HIRE 
通俗 文字 和 希腊 文字 这 三 种 文字 刻 成 的 。1822 年 ， 让 - 弗 朗 索 瓦 : 商 博 良 (Jean-Francois 
ois Champollion) 对 铭文 中 象形 文字 的 释 读 使 埃及 文明 的 其 他 许多 早期 记录 得 到 解释 。 
因此 ,“ 罗 塞 塔 石碑 ”一 词 常 用 来 比喻 或 指 代 “理解 疑难 问题 的 关键 ”。 
2: 本 书 编辑 ( 指 英文 版 编辑 ) 说 ， 他 家 附近 的 一 家 德国 酒吧 出 售 的 椒盐 脆 纽 结 饼 有 三 

个 孔洞 〈 而 且 美味 可 口 ) 。 
3. 印度 教徒 认为 他 已 有 9 个 世俗 化 身 ， 包 括 罗 摩 、 黑 天 和 历史 上 的 佛 ， 第 10 个 化 喘 将 

预示 世界 末日 的 到 来 。 


第 10 a 
李 代 数 与 n 维 空间 


1986 年 秋 和 于 ， 我 是 莫斯科 石油 天 然 气 学 院 的 一 名 大 三 学 生 ， 当 
时 ， 我 已 经 完成 并 提交 了 关于 辩 群 的 那 骗 论文 。 富 克 斯 问 了 我 一 个 问 
题 : “ 接 下 来 你 准备 做 什么 呢 ? ” 


我 想 着 手 研 究 另 一 个 问题 。 几 年 来 ， 富 克 斯 一 直 与 他 的 一 位 学 
生 ， 鲍 里 斯 : 费 金 ， 一 起 从 事 “ 李 代数 ”(〈\Lie algebras) 表示 研究 。 富 克 
斯 说 这 个 领域 硕 具 学 术 研 究 价值 ， 有 大 量 未 解 之 谜 ， 而 且 与 量子 物理 


关系 紧密 。 


我 目 然 对 这 个 领域 非常 感 兴 趣 。 虽 然 在 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 
的 引导 下 我 已 经 “版 依 ” 数 学 领域 ,但 是 目 儿 时 起 对 物理 学 的 痴迷 依然 
没有 减退 。 一 想到 数学 和 物理 学 可 能 会 碰撞 出 火 紫 ， 我 束 兴 否 不 已 。 


富 克 斯 递 给 我 一 篇 他 和 费 金 合 写 的 研究 论文 。 这 篇 论文 很 长 ， 有 
80 页 。 


“我 本 来 准备 给 你 一 本 介绍 李 代数 的 书 ，” 他 说 ，“ 不 过 ， 我 转念 一 
组 ， 为 什么 不 让 你 看 看 这 篇 论文 呢 ? ” 


我 把 论文 小 心 履 辟 地 放 进 背包 。 当 时 ， 这 篇 论文 还 没有 公开 发 
表 。 有 至 阅读 这 篇 论文 的 人 届 指 可 数 ， 费 金 后 来 还 开玩笑 说 ， 我 可 能 
征 唯 一 一 个 通 篇 阅读 这 篇 论文 的 人 。 


论文 是 用 英语 写成 的 ， 他 们 俩 计划 把 它 发 表 在 美国 出 版 的 一 部 论 
文集 上 。 但 是 ， 由 于 出 版 商 在 运作 该 论文 集 时 计划 不 周 ， 最 终 导 致 出 
版 时 间 延 误 了 差不多 15 年 。 那 时 ， 论 文 涉及 的 大 部 分 成 有 果 已 经 在 其 他 
地 方 出 现 过 了 ， 因 此 ， 没 有 多 少 人 读 过 这 篇 论文 。 不 过 ， 该 论文 还 是 
备 受 肯定 ， 也 为 语 殉 斯 和 费 金属 得 了 应 有 的 亦 誉 。 这 篇 论文 被 广泛 引 
用 ， 人 们 甚至 由 此 发 明了 一 个 新 名 词 一 一 “ 费 金 - 富 克 斯 表示 ”指称 富 
克 期 和 费 金 的 李 代数 表示 。 


> 小 
I 


甫 一 开始 阅读 这 篇 论文 ， 我 束 想 到 一 个 问题 “ 李 代 数 ” 这 个 名 字 
好 奇怪 啊 ， 它 是 什么 东西 昵 ? 富 克 斯 在 论文 里 假设 读者 已 经 具备 相当 
多 的 知识 ， 但 是 其 中 有 很 多 内 容 我 从 未 涉猎 ， 因 此 我 跑 到 书店 ， 把 所 
有 关于 李 代 数 的 教科 书 全 买 了 下 来 。 丈 不 到 的 ， 我 惑 去 石油 天 然 气 学 
院 的 图 书馆 借阅 。 整 这样 ， 我 一 边 阅 读 费 金 和 是 克 斯 的 这 篇 论文 ， 一 
边 大 量 阅 读 与 李 代 数 相关 的 书籍 。 这 一 经 历 对 我 的 学 习 风 格 产 生 了 深 
远 的 影响 ， 从 此 以 后 ， 我 再 也 不 满足 于 单一 的 知识 来 源 ， 而 是 广 泛 搜 
RARE, Pia MYL Hebd ts © 
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为 了 让 大 家 理解 李 代 数 的 含义 ， 我 先 要 解释 一 下 “ 李 群 ” (Lie 
group) 这 个 概念 。 这 两 个 概念 都 是 以 挪威 数学 家 索 菲 斯 : 李 (Sophus 
Lie) 的 名 字 命 名 的 。 


动物 世界 里 有 各 种 动物 ， 同 样 ， 数 学 王国 中 的 各 种 数学 概念 也 是 
层出不穷 。 这 些 概念 彼此 关联 ， 形 成 族群 和 亚 族群 。 两 个 不 同 的 概念 
还 经 单 结合， 形成 一 个 新 概 念 。 


群 的 概念 就 是 一 个 典型 的 例子 。 群 与 鸟 存在 某 种 相似 性 ， 鸟 构成 
动物 世界 中 的 一 个 类 别 (我 们 称 之 为 鸟 美 ) 。 鸟 类 可 以 分 成 23 个 目 ， 
每 目 可 以 进一步 分 成 科 ， 科 又 可 以 分 成 属 。 例 如 ， 非 洲 鱼 磨 是 华 形 上 
磨 科 海 雕 属 《与 这 些 名 字 相 比 ,“ 李 群 * 这 个 词 看 起 来 要 简单 得 多 ) 。 
同样 ， 群 也 是 数学 概念 中 的 一 大 门类 ， 这 个 门类 又 包含 着 不 同 
的 < 目 "“ 科 ”“ 属 "。 


例如 ， 元 素 个 数 有 限 的 群 可 以 被 视 为 群 这 个 门类 下 的 一 个 目 。 我 
们 在 第 2 章 讨论 的 方 桌 对 称 群 仅 包 合 4 个 元 素 ， 属 于 有 限 群 。 同 样 ， 通 
过 将 多 项 方程 式 的 根 添加 到 有 理 数 中 形成 的 数 域 ， 也 是 有 限 群 ( 例 
如 ， 当 该 多 项 方程 式 是 二 次 方程 式 时 ， 该 群 包含 两 个 元 素 ) 。 有 限 群 


这 一 目 还 可 以 进一步 分 成 科 ， 如 伽 罗 瓦 群 。 结 晶体 群 是 各 种 结晶 体 的 
对 称 群 ， 也 是 有 限 群 的 一 个 科 。 


除 有 限 群 这 个 目 以 外 ， 群 这 一 门类 还 包含 无 限 群 这 个 目 。 例 如 ， 
整数 群 是 无 限 群 ， 我 们 在 第 5 划 讨 论 的 与 数字 n 对 应 的 办 群 Bh (n=2， 
3, 4, ...) 也 是 无 限 群 (因为 B 是 由 包含 n 条 线 的 办 子 构成 的 ， 而 这 
样 的 辩 子 有 无 数 条 ) 。 贺 桌 旋 转 群 是 由 圆 上 所 有 点 构成 的 循环 群 ， 所 
以 它 也 是 无 限 群 。 


不 过 ， 整 效 群 与 循环 群 之 间 有 一 个 重要 的 不 同 点 。 整 数 群 是 离 艇 
的 ， 也 就 是 说 ， 该 群 中 的 元 到 无 法 相互 结合 形成 任何 目 然 意 义 上 的 连 
续 的 几何 图 形 。 我 们 不 能 通过 连续 的 移动 方式 ， 而 只 能 通过 跳跃 的 方 
式 ， 从 一 个 整数 到 另 一 个 整数 。 与 之 相反 ， 我 们 可 以 在 0 度 至 360 度 之 
间 连 续 地 改变 旋转 角度 。 而 且 ， 这 些 角度 可 以 相互 结合 形成 一 个 几何 
图 形 ° 数 学界 把 这 些 几 何 图 形 称 为 “ 流 形 ”(manifold) 。 


在 数学 王国 ， 整 数 群 和 状 群 均 属于 离散 无 限 群 这 个 科 ， 循 环 群 和 
李 群 则 属于 男 一 个 科 。 简 言 之 ， 李 群 中 的 元 素 是 流 形 上 的 点 。 因 此 ， 
李 群 是 将 群 与 流 形 这 两 个 数学 概念 结合 起 来 而 形成 的 一 个 新 概念 。 


r 


流 形 i 


下 面 这 个 树 形 图 表示 的 是 本 章 拟 讨论 的 一 些 与 群 相 关 的 概念 (有 
的 概念 前 文 尚 示 涉及， 本章 将 予以 讨论 ) 。 


李 群 可 以 被 用 来 描述 目 然 界 中 存在 的 大 量 对 称 现象 ， 因 此 它 有 非 
常 重要 的 研究 价值 。 例 如 ， 我 们 在 第 2 章 讨论 的 SU(3) 群 ， 束 十 一 个 李 
群 。 


我 们 再 举 一 个 李 群 的 例子 : 球体 的 旋转 群 。 圆 桌 的 旋转 操作 由 旋 
转 的 角度 确定 ， 但 是 ， 如 果 我 们 旋转 的 和 是 一 个 球体 ， 那 么 它 旋转 时 的 
因此 ， 我 们 必须 按 下 图 所 示 方 法 ， 不 仅 需 要 规定 旋转 的 
角度 ， 还 需要 规定 旋转 轴 一 一 旋转 轴 可 以 是 通过 球 心 的 任意 直线 。 


球体 的 旋转 群 在 数学 上 有 “二 维 空间 特殊 正 交 
群 "， 通 常 表示 为 SO(3)。 我 们 可 以 把 球体 的 对 称 操作 看 成 该 球体 所 在 
三 维 空 i 这 些 变换 操作 都 是 正 交 变换 ， 即 所 有 点 的 绝对 
距离 保持 不 变 。 顺 便 说 一 句 ， 这 样 的 操作 会 得 出 SO(3) 群 的 三 维 表示 ， 
PREM DSN A: 


同样 ， 上 文 所 说 的 圆 梨 旋转 群 叫 作 SoO(C2) 群 ， 其 中 的 旋转 操作 是 平 
面 上 的 特殊 正 交 变换 ， 即 二 维 变 换 。 由 此 我 们 可 以 得 到 SO(2) 群 的 二 维 
表示 。 


SO(2) 群 和 SO(3) 群 不 仅 是 群 ， 还 是 流 形 〈 即 几何 图 形 ) 。SO(2) 群 
是 圆 ， 圆 是 流 形 ， 因 此 ，SO(C) 既 是 群 又 是 流 形 ， 它 还 是 李 群 。 同 样 ， 
SO(3) 群 中 的 元 素 是 另 一 个 流 形 上 的 点 ， 不 过 这 个 特点 我 们 不 容易 直接 
观察 到 。 (注意 ， 该 流 形 不 是 球面 。) 我 们 在 前 面 说 过 ， 球 体 的 每 次 


旋转 都 是 由 旋转 轴 和 旋转 角度 确定 的 。 现 在 ， 我 们 通过 观察 发 现 ， 球 
体 上 的 每 个 点 都 可 以 产生 一 个 旋转 轴 ， 即 该 点 与 球 心 的 连 线 ， 而 旋转 
角度 只 是 圆 上 的 一 个 点 。 因 此 ，SO(3) 群 中 的 元 素 可 以 用 球面 上 的 一 个 
点 〈 由 该 点 确定 旋转 轴 ) 和 圆 上 的 一 个 点 (由 该 点 确定 旋转 角度 ) 来 
共同 确定 。 


我 们 在 一 开始 时 也 许 应 该 多 讨论 一 个 比较 简单 的 问题 : SO(G) 的 维 
数 是 多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 需要 更 系统 地 讨论 维 数 的 含义 。 
在 第 2 章 中 我 们 说 过 ， 我 们 生活 的 这 个 世界 是 三 维 的 。 也 吏 是 说 ， 当 确 
定 空 间 中 某 个 点 的 位 置 时 ， 我 们 需要 规定 三 个 数字 或 者 (x, y, z) 。 
同时 我 们 还 知道 ， 平 面 是 二 维 的 ， 平 面 上 的 点 用 (x，y) 就 可 以 确 
定 。 直 线 是 一 维 的， 直线 上 的 点 只 用 一 个 数字 束 可 以 确定 。 


那么 ， 圆 的 维 数 是 多 少 呢 ? 我 们 可 能 会 很 目 然 地 认为 圆 是 二 维 
的 ， 因 为 我 们 通常 是 在 平面 上 画 圆 ， 而 平面 又 是 二 维 的 。 如 果 把 圆 上 
各 点 看 作 平面 上 的 扎 ， 那 么 我 们 需要 用 二 维 坐标 来 撕 述 该 点 。 但 呈 ， 
在 数学 中 ， 已 知 儿 何 图 形 (OR) 的 维 数 是 指 在 该 几何 图 形 上 准确 地 
确定 任意 点 的 位 置 所 需 的 坐标 的 个 数 ， 而 与 该 几何 体 所 在 环境 (如 平 
面 ) 的 维 数 无 关 。 圆 还 可 以 被 放 到 三 维 空间 中 〈 比 如 人 们 手 上 戴 的 戒 
指 ) ， 甚 至 维 数 更 大 的 空间 中 。 对 于 一 个 具体 的 圆 ， 圆 上 任意 点 的 位 
置 可 以 用 一 个 数字 (BUA) 来 描述 ， 这 才 是 我 们 需要 考虑 的 因素 ， 
它 古 贺 上 各 点 位 置 的 唯一 决定 因素 。 因 此 ， 我 们 说 圆 是 一 维 的 。 


当然 ， 说 到 有 角度， 我 们 必须 在 圆 上 挑选 出 与 0 度 角 对 应 的 参考 点 。 
同样 ， 为 了 将 x 赋 值 给 直线 上 的 各 点 ， 我 们 也 需要 确定 与 x=0 相 对 应 的 
参考 点 。 在 为 给 定 物体 创建 坐标 时 ， 我 们 有 很 多 方法 。 但 是 ， 这 些 坐 
标 所 包含 的 数字 的 个 数 都 相同 ， 这 个 数目 就 被 称 为 该 物体 的 维 数 。 


请 注意 ， 随 着 我 们 的 视线 不 断 拉 近 ， 在 研究 圆 上 某 一 点 的 越 来 越 
小 的 邻 域 时 ， 圆 的 曲率 几乎 可 以 被 忽略 。 圆 上 某 一 点 的 极 小 邻 域 ， 与 


圆 的 切线 上 同一 点 的 极 小 邻 域 几乎 没有 区 别 。 圆 的 切线 是 切 点 附近 与 
圆 最 相似 的 直线 ， 这 表明 圆 与 直线 的 维 效 相同 。 


在 我 们 把 某 个 点 放大 后 观察 时 ， 圆 与 切线 之 间 的 距离 似乎 越 来 越 小 。 


同样 ， 球 面 位 于 三 维 空间 中 ， 但 其 本 身 的 维 数 是 二 。 的 确 ， 球 面 
有 两 个 坐标 数字 : 经 度 和 纬度 。 这 两 个 概念 ， 利 被 我 们 用 来 确定 地 球 
表面 (与 球面 形状 接近 ) 的 点 的 位 置 ， 因 此 我 们 并 不 陌生 。 我 们 在 上 
图 中 看 到 的 球体 表面 的 结合 部 位 是 由 “平行 面 " 与 “回转 面 曲线 ” 构 成 
的 ， 两 者 分 别 对 应 确定 的 纬度 与 经 度 。 球 面 有 两 个 坐标 数字 ， 这 一 事 
实说 明 球 体 是 二 维 的 。 


那么 李 群 SO(3) 呢 ?SO(3) 群 中 的 每 个 点 都 是 球面 的 一 次 旋转 操 
作 ， 因 此 它 有 三 个 坐标 数字 : 旋转 轴 (由 旋转 轴 在 球面 罕 过 的 具体 点 
来 确定 ) 有 两 个 坐标 数字 ， 旋 转角 度 则 是 第 三 个 坐标 数字 。 因 此 ， 
SO(3) 群 的 维 数 为 二 。 


如 果 李 群 (或 其 他 任意 流 形 ) 的 维 数 超过 三 ， 情 况 就 会 非常 复 
杂 “。 我 们 的 大 脑 只 能 想象 维 数 不 超 过 三 的 几何 图 形 ， 即 流 形 。 想 象 四 
维 空间 ， 对 于 我 们 来 说 是 一 项 艰巨 的 任务 : 我 们 无 法 把 时 间 (第 四 维 


度 ) 理解 成 与 空间 维度 相同 的 另 一 个 维度 。 维 数 更 高 时 会 是 什么 情形 
We? 我 们 能 分 析 五 维 、 六 维 、 甚 至 一 百 维 的 流 形 吗 ? 


我 们 可 以 采用 类 比 的 方法 来 理解 这 类 情况 。 亏 术 品 用 二 维 的 方式 
去 表现 三 维 物体 。 画 家 在 画布 上 画 出 目标 物体 的 二 维 投影 ， 然 后 用 透 
视 法 在 画作 中 制造 纵深 感 (第 三 维 ) 。 同 样 ， 我 们 也 可 以 通过 分 析 四 
维 物体 的 三 维 投影 ， 来 想象 这 些 四 维 物 体 。 


在 想象 四 维 物体 时 ， 我 们 还 可 以 采用 另外 一 种 更 有 效 的 方法 ， 即 
把 四 维 物体 想象 成 三 维 * 切 片 ? 的 组 合 。 这 个 方法 与 把 面包 切 成 斤 比 较 
相似 。 面 包 二 三维 的 ， 但 是 ， 如 采 我 们 把 面包 片 切 得 非常 薄 ， 我 们 丈 
可 以 把 这 些 切 片 看 作 二 维 的 。 


如 果 第 四 维度 代表 时 间 ， 那 么 四 维 * 切 片 ?就 是 一 组 组 的 照 族 。 的 
确 ， 如 采 给 正在 运动 中 的 人 拍照 ， 得 到 的 殉 是 四 维 物体 的 一 个 三 维 切 
Fr 《随后 该 切片 被 投影 到 平面 上 ) ， 表 现 出 这 个 人 在 四 维 空间 中 的 情 
况 。 连 续 拍 摄 几 张 照 请， 吏 会 得 到 一 组 这 样 的 三 维 切片 。 如 果 我 们 在 
眼前 快速 翻动 这 些 照片 ， 吏 能 看 到 人 或 物体 运动 的 情况 。 显 而 易 见 ， 
这 天 是 拍摄 电影 的 基本 原理 。 


我 们 也 可 以 利用 照片 并 置 的 方式 ， 创 造 出 某 种 人 运动 的 感觉 。20 
世纪 初 ， 艺 术 家 们 对 这 个 想法 兴趣 甚 浓 ， 他 们 利用 照片 并 置 ， 在 画作 
中 加 入 了 第 四 维度 ， 使 图 片 产 生 了 动感 。 这 方面 的 里 程 碑 式 作品 之 一 
是 马 塞 尔 - 杜 尚 (Marcel Duchamp) 于 1912 年 创作 的 《下 楼 梯 的 裸体 女 
A, 第 2 号 》。 


有 意思 的 是 ， 爱 因 斯 坦 在 同一 时 期 提出 了 相对 论 ， 证 明 空 间 和 时 
间 不 可 分 割 。 该 理论 将 四 维 时 空 的 概念 推 至 物理 学 的 前 沿 。 与 此 同 
时 ， 享 利 : 庞 加 羔 (Henri Poincaré) 等 数学 家 正在 深入 钻研 高 维 几 何 的 
奥秘 ， 并 逐步 超越 了 欧 几 里 得 的 几何 学 范畴 。 


杜 沿 不仅 疾 迷 于 非 欧 几 里 得 几何 学 ， 而 且 对 第 四 维 的 概念 兴趣 深 
厚 。 茹 弗 雷 (E. P. Jouffret) 在 他 的 著作 《四 维 几 何 学 基础 性 论文 集 与 
n 维 几何 学 导论 》 (Elementary Treatise on Four-Dimensional Geometry 
and Introduction to the Geometry of n Dimensions) 中 ， 详 细 地 介绍 了 庞 
加 莱 的 这 一 开创 性 理念 。 杜 沿 在 阅读 该 著作 时 ， 写 下 了 这 样 的 笔记 : 


四 维 图 案 可 以 留 下 三 维 阴 影 (参见 熙 弗 雷 ，《 四 维 几 何 学 基础 
性 论文 集 与 n 维 几何 学 导论 》， 第 186 页 ， 最 后 三 行 ).……… 与 建筑 师 
绘制 楼 房 设计 方案 的 方法 类 似 ， 四 维 图 案 可 以 通过 三 维 截面 的 形式 

( 逐 楼 层 ) 表示 。 借 助 第 四 维度 ， 不 同 楼 层 可 结合 起 来 形成 楼 房 的 
整体 结构 。 


艺术 史学 家 琳 达 : 亨 德 森 (Linda Dalrymple Henderson) 认为 : “新 
的 几何 学 对 那些 长 期 以 来 广 受 认可 的 大 量 ' 真 理 ' 提 出 了 质疑 ， 杜 疝 从 
中 受到 局 发 ， 形 成 了 一 些 妙 不 可 言 的 颠覆 性 观点 。” 她 指出 ， 杜 尚 与 其 
同时 代 的 艺术 家 对 第 四 维度 的 浓厚 兴趣 ， 是 催生 抽象 艺术 的 基本 因素 
之 一 。 


由 此 可 见 ， 征 数学 帮助 乙 术 找到 了 创新 的 突破 口 。 志 术 家 借助 数 
学 知识 ， 看 到 了 隐蔽 性 极 高 的 新 维度 ， 他 们 次 受 司 发 ， 以 摄 人 心 归 的 
美学 形式 ， 表 现 出 现实 世界 中 强 含 的 深远 真理 。 他 们 创作 的 现代 艺术 
作品 有 助 于 深化 我 们 对 现实 的 感知 ， 影 响 我 们 的 集体 意识 ， 这 又 对 数 
学 界 产生 了 推动 作用 。 自 然 科学 界 的 哲学 家 杰 拉 尔 德 : 填 尔 顿 (Gerald 
Holton) ， 对 这 种 推动 作用 的 描述 顾 有 说 服 力 : 


文化 的 活力 之 源 束 在 于 不 同文 化 领域 的 碰撞 。 辜 撞 时 会 产生 炼 
金 效 应 : 各 种 成 分 融合 在 一 起 ， 闯 炼 成 文化 中 一 颗 颗 新 的 宝石 。 我 
认为 ， 庞 加 茉 与 杜 疝 对 这 个 问题 的 看 法 是 一 致 的 。 尽 管 这 两 个 人 涉 
足 的 领域 不 同 ， 但 曼 无 疑问 ， 他 们 在 两 人 都 感 兴 趣 的 多 维 空 间 中 发 
生 了 这 种 碰撞 。 


数学 可 以 帮助 我 们 理解 几何 学 中 的 所 有 变化 、 图 形 和 表现 形式 。 
数学 是 一 门 通 用 语言 ， 适 用 于 所 有 维度 的 空间 ， 无 论 我 们 能 否 想 象 出 
其 中 的 各 种 物体 。 同 时 ， 数 学 还 能 帮助 我 们 超越 直观 想象 的 极限 。 得 
尔 斯 :达尔 文 (Charles Darwin) 说 得 好 : 数学 赋予 了 我 们 “新 的 感官 ”。 


比如 ， 尽 管 我 们 无 法 直接 想象 四 维 空间 ， 但 是 我 们 可 以 通过 数学 
的 方式 实现 。 我 们 只 需 把 四 维 空间 中 的 点 表示 成 四 维 数组 (x，y，2， 
t) 即 可 ， 就 像 我 们 用 三 维 数 组 (x, y, z) 表示 三 维 空间 中 的 点 一 样 。 
同 理 ， 我 们 可 以 把 n 维 平坦 空间 (n 为 任意 自然 数 ) 中 的 点 表示 成 n 维 数 
组 (我们 在 第 2 章 讨论 了 数据 表 中 的 行 ， 对 n 维 空间 中 点 的 分 析 与 之 相 
似 ) 。 


或 许 ， 我 应 该 先 解释 一 下 强调 “平坦 空间 ”的 原因 。 直 线 很 明显 是 
平坦 的 ， 平 面 同样 如 此 。 但 是 ， 我 们 可 能 很 难 想象 一 个 平坦 的 三 维 空 
间 。 GER: 我 们 在 这 里 讨论 的 是 三 维 空间 本 号， 而 不 是 三 维 空间 中 
的 各 种 弯曲 的 流 形 。) 其 实 ， 原 因 很 简单 ， 那 就 是 三 维 空间 没有 曲 
率 。 在 数学 上 曲率 的 精确 定义 比较 深奥 〈 该 定义 由 歼 受 曲面 的 创始 人 


波恩 哈 德 : 黎 曼 给 出 ) ， 且 与 我 们 当前 的 目标 关系 不 大 ， 因 此 我 们 略 去 
不 谈 。 我 们 只 需要 知道 三 维 空间 中 有 三 个 无 限 延伸 、 彼 此 垂直 的 坐标 
轴 ， 就 能 很 好 地 理解 三 维 空间 的 平坦 性 。 同 理 ，n 维 空间 中 有 n 个 相互 
垂直 的 坐标 轴 ， 不 存在 曲率 ， 因 此 它 也 古 平 坦 的 。 


多 少 个 世纪 以 来 ， 物 理学 家 一 直 以 为 我 们 生存 的 空间 是 一 个 平坦 
的 三 维 空间 。 但 是 ， 我 们 在 序言 中 说 过 ， 爱 因 斯 坦 在 广义 相对 论 中 指 
出 ， 万 有 引力 会 使 空间 变 弯 (曲率 非常 小 ， 以 至 于 我 们 在 日 常生 活 中 
注意 不 到 ， 但 是 ， 曲 率 确 实 存 在 ) 。 因 此 ， 我 们 生存 的 空间 实际 上 是 
一 个 弯曲 的 三 维 流 形 。 


此 时 ， 我 们 难免 会 产生 疑问 : 弯曲 的 空间 如 何 能 独立 存在 ， 而 不 
像 球面 存在 于 一 个 平坦 的 三 维 空间 中 那样 ， 存 在 于 一 个 更 多 维 的 平坦 
空间 里 呢 ? 这 是 因为 我 们 习惯 于 认为 我 们 生存 的 空间 是 平坦 的 ， 因 
此 ， 根 据 我 们 的 常识 ， 弯 曲 的 形状 似乎 只 会 存在 于 我 们 所 处 的 平坦 空 
间 之 中 。 但 是 ， 这 种 理解 是 不 正确 的 ， 征 由 我 们 对 现实 的 狭隘 认 知 造 
成 的 。 数 学 可 以 帮助 我 们 跳出 这 个 认 知 陷阱 。 黎 曼 指 出 ， 弯 曲 空 间 是 
客观 存在 的 ， 征 目 我 形成 的 产物 ， 并 不 需要 平坦 空间 去 盛 放 它们 。 我 
们 在 定义 这 样 的 空间 时 ， 需 要 完成 的 任务 下 是 ， 确 定 该 空间 中 任意 两 
点 间距 离 的 测量 规则 (这 个 规则 必须 满足 某 些 自然 属性 ) ， 数 学 界 把 
这 个 规则 称 作 “ 度 量 ” (metric) 。 数 学 领域 的 度量 概念 与 黎 受 提出 的 曲 
率 张 量 是 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 基础 。 


弯曲 的 形状 ， 或 流 形 ， 其 维 数 可 以 是 非常 大 的 任意 数字 。 我 们 讨 
论 过 ， 圆 是 平面 上 与 某 个 定点 距离 相等 的 所 有 点 的 集合 。 同 理 ， 球 面 
征 三 维 空间 中 与 某 个 定点 距离 相等 的 所 有 点 的 集合 。 现 在 ， 我 们 可 以 
把 球体 的 高 维 类 比 对 象 (有 人 称 之 为 “ 超 球 体 ”) 定义 为 n 维 空间 中 与 某 
个 定点 距离 相等 的 所 有 点 的 集合 。 该 定义 在 该 空间 的 n 个 坐标 轴 上 都 设 
置 了 一 个 限制 条 件 ， 所 以 该 n 维 空间 中 的 超 球 体 是 (n-1) 维 物体 。 此 
外 ， 我 们 还 可 以 研究 该 超 球 体 旋转 操作 的 李 群 ， 记 作 SO (n) 。 


从 数学 当中 群 的 分 类 这 个 角度 来 看 ， 李 群 这 一 科 可 以 分 成 两 个 
属 ， 即 有 限 维 的 李 群 [如 循环 群 和 SO(3)] 和 无 限 维 的 李 群 。 请 注意 ， 所 
有 有 限 维 的 李 群 一 定 是 无 限 群 ， 因 为 群 中 包含 着 无 穷 多 的 元 素 。 例 
如 ， 循 环 群 含有 无 穷 多 的 元 素 〈 即 圆 上 的 所 有 点 ) ， 但 是 ， 所 有 元 素 
只 用 一 个 坐标 轴 惑 能 描述 ， 所 以 循环 群 是 一 维 群 。 对 于 无 限 维 的 李 
群 ， 我 们 在 描述 群 中 元 素 时 需要 无 穷 多 的 坐标 轴 。 这 种 “双重 无 限 
性 ” 真 的 很 难 想象 ， 但 是 ， 这 样 的 群 确实 存在 ， 因 此 我 们 需要 认真 研究 
它们 。 接 下 来 ， 我 以 圈 群 为 例 ， 为 大 家 描述 无 限 维 的 李 群 。 


为 了 让 大 家 理解 圈 群 这 个 概念 ， 我 们 移 考 虑 三 维 空间 中 的 圈 。 简 
单 地 说 ， 圈 殉 是 一 个 财 合 曲线 ， 如 下 图 中 的 左边 图 形 所 示 。 我 们 在 讨 
论辩 群 时 ， 就 已 经 过 到 过 圈 (当时 ， 我 们 称 之 为 “ 纽 结 *”) 了 。 这 里 ， 
我 要 强调 一 点 : 非 闭合 曲线 (如 下 图 中 的 右边 图 形 所 示 ) 不 是 我 们 要 
考虑 的 圈 。 


我 们 也 可 以 用 类 似 的 方法 ， 去 思考 任意 流 形 M 上 的 圈 ( 即 闭合 曲 
线 ) 。 这 个 圈 围 起 来 的 空间 叫 作 M 的 圈 空 间 。 


在 第 17 章 中 将 详细 讨论 这 些 圈 在 “ 弦 论 ”(string theory) 中 的 重要 
作用 。 传 统 的 量子 物理 学 的 基本 研究 对 象 是 电子 、 夺 元 等 基本 粒子 。 
这 些 基本 粒子 呈 点 状 ， 无 内 部 结构 ， 也 丈 是 说 ， 其 维 数 为 去 。 弦 论 假 
定 目 然 界 中 的 基本 研究 对 象 都 是 一 维 的 弦 。 一 条 闭 弦 就 是 位 于 流 形 M 
上 的 一 个 圈 ， 因 此 ， 圈 空间 是 弦 论 的 基础 。 


接 下 来 ， 我 们 来 看 一 下 李 群 SO(3) 的 圈 空 间 。 该 空间 的 构成 元 素 是 
SO(3) 中 的 圈 ， 我 们 仔细 研究 其 中 的 一 个 圈 。 首 先 ， 该 圈 与 上 图 所 示 的 
圈 非 党 相似 。 不 过 ，SO(3) 十 三 维 的 ， 所 以 在 它 极 小 时 ， 它 是 一 个 三 维 
的 乎 坦 空 间 。 其 次 ， 该 圈 上 的 任意 点 都 是 SO(3) 的 元 素 ， 即 球体 的 旋转 
操作 。 因 此 ， 该 圈 的 含义 非常 复杂 : 它 是 球体 旋转 操作 的 单 参数 集 
合 。 如 有 果 已 知 有 两 个 这 样 的 轿 ， 我 们 惑 可 以 把 它们 对 应 的 球体 旋转 操 
作 加 以 结合 ， 从 而 得 出 第 三 个 圈 。 因 此 ，SO(3) 的 圈 空 间 可 以 形成 群 ， 
我 们 把 这 个 群 称 作 SO(G3) 的 圈 群 。 圈 群 具有 无 限 维 李 群 的 典型 特征 : 我 
们 无 法 利用 有 限 个 坐标 数字 摘 述 该 群 的 元 素 。 


其 他 李 群 [如 超 球 体 旋转 操作 李 群 SO (n) ] 的 圈 群 也 是 无 限 维 李 
群 ， 这 些 圈 群 在 弦 论 中 是 作为 对 称 群 出 现 的 。 
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费 金 和 富 克 斯 合 著 的 这 篇 论文 涉及 的 第 二 个 概念 是 李 代 数 。 从 某 
些 方面 来 看 ， 每 个 李 代数 束 是 已 知 李 群 的 简化 体 。 


“ 李 代数 ”这 个 术语 肯定 容易 引起 误解 。 当 我 们 听 到 “代数 "这 个 词 
时 ， 总 会 想起 中 学 时 学 习 的 那些 内 容 ， 例 如 对 二 次 方程 式 求解 。 但 
征 ， 这 里 的 “代数 ?" 却 拥有 不 同 的 内 溯 : 它 是 名 词 “ 李 代数 ?不 可 分 割 的 
一 部 分 ， 指 具有 特定 属性 的 数学 对 象 。 李 群 构成 群 这 个 类 别 下 的 一 个 
科 ， 但 是 ,“ 李 代数 ”表示 的 这 些 对 象 却 构 不 成 代数 这 个 类 别 下 的 一 个 
科 ， 尽 管 这 个 词 本 身 会 给 我 们 这 样 的 暗示。 不 过 ， 术 语 的 真正 内 涵 与 
字面 意思 的 不 一 致 性 并 无 念 大雅 ， 我 们 只 要 理解 和 接受 就 可 以 了 。 


要 解释 李 代 数 ， 我 先 要 告诉 大 家 “ 切 空间 ” (tangent space) 的 概 
念 。 当 然 ， 我 不 会 文 不 切 题 地 去 讨论 切线 ， 而 会 用 叫 作 “线性 化 ”的 微 
积分 概念 ， 即 用 线性 〈 或 者 平坦 ) 的 形状 去 近似 表示 弯曲 的 形状 。 


例如 ， 圆 上 一 点 的 切 空间 是 经 过 该 点 的 一 条 直线 ， 是 通过 该 点 的 
所 有 直线 中 与 圆 最 贴近 的 一 条 。 如 下 图 所 示 ， 切 线 只 在 该 点 与 圆 接 
触 ， 而 其 他 直线 还 会 从 贺 上 的 男 外 一 点 罕 过 。 


同样 ， 对 于 任意 曲线 〈 即 一 维 流 形 ) ， 切 线 都 可 以 在 已 知 点 附近 
接近 该 曲线 。1637 年 ， 勒 内 : 笛 卡 儿 在 他 的 专著 《几何 原本 》 
(Géométrie) 中 描述 了 一 种 计算 这 些 切 线 的 有 效 方法 。 他 在 书 中 写 


道 :“ 我 地 说 ， 在 我 知道 的 所 有 几何 问题 中 ， 这 个 问题 最 普 裔 ， 意 义 最 
显著 ， 也 一 直 是 我 淘 望 了 解 的 。” 同 样 ， 对 于 球体 ， 我 们 可 以 通过 切 平 
面 ， 在 某 个 已 知 点 接近 该 球体 。 以 棒球 为 例 ， 我 们 把 棒球 放 到 地 上 ，， 

棒球 与 地 面 的 接触 点 只 有 一 个 。 此 时 ， 地 面 就 是 该 点 的 切 平 面 。 对 于 
一 个 n 维 流 形 ， 我 们 也 有 可 能 通过 一 个 n 维 的 平坦 空间 ， 在 某 个 已 知 反 


接近 该 n 维 流 形 。 


所 有 李 群 上 都 存在 一 个 特殊 的 点 ， 即 该 李 群 的 恒 等 元 。 我 们 找 出 
在 该 点 与 该 李 群 相 切 的 空间 ， 这 就 古 该 李 群 的 李 代 数 ! 所 以 ， 李 代数 
忠 像 李 群 的 小 妹妹 一 样 ， 每 个 李 群 都 有 目 己 的 李 代 数 。 


比如 ， 循 环 群 是 一 个 李 群 ， 该 群 的 恒 等 元 束 是 圆 上 那个 对 应 0 度 角 
的 感 ， 而 通过 该 点 的 切线 整 是 该 循环 群 的 李 代 数 。 遗 憾 的 钙 ， 我 们 无 
法 用 图 来 表示 SO(3) 群 和 它 的 切 空间 ， 因 为 两 者 都 钙 三 维 的 。 但 是 ， 摘 
述 切 空间 的 数学 理论 对 于 所 有 维 数 都 适用 。 如 采 我 们 布 望 了 解 其 原 
理 ， 我 们 可 以 用 一 维 或 二 维 的 图 形 〈 如 圆 或 球面 ) 作为 模型 加 以 想 
象 。 这 样 ， 我 们 区 ® 可 以 借助 维 数 较 低 的 流 形 ， 去 理解 更 复 洒 、 维 数 更 
高 的 流 形 。 但 是 ， 即 便 这 项 工作 也 是 多 余 的 ， 因 为 我 们 可 以 完全 借助 
数学 语言 ， 超 越 直观 的 限制 。 在 数学 上 ，n 维 李 群 的 李 代 数 是 一 个 n 维 
平坦 空间 ， 它 被 称 作 “ 向 量 空间 ”。 


此 外 ， 李 群 的 乘法 运算 会 衍生 出 其 李 代 数 的 一 个 运算 : 我 们 可 以 
用 李 代 数 中 的 任意 两 个 元 素 结合 形成 第 三 个 元 素 。 这 种 运算 的 特性 比 
李 群 的 乘法 运算 更 难 描述 ， 目 前 我 们 无 须 掌 握 。 如 采 大 家 学 过 天 量 运 
算 ， 束 会 知道 三 维 空间 中 的 同 量 积 运算 。 看 到 此 类 运算 ， 大 家 可 能 会 
舰 得 它 的 属性 很 奇怪 。 但 你 可 能 没有 意识 到 ， 这 类 运算 的 结 采 实际 上 
古 要 把 二 维 空间 变 成 一 个 李 代 数 ! 

研究 发 现 ， 向 量 积 运算 得 到 的 结 采 实际 上 是 李 群 SO(3) 的 李 代 数 。 
因此 ， 看 上 去 顾 为 神秘 的 癌 量 积 运算 实际 上 来 源 于 球体 旋转 操作 的 结 
EF ° 


大 家 可 能 会 辣 ， 既 然 李 代数 的 运算 如 此 奇怪 ， 我 们 为 什么 还 要 天 
注 李 代 数 ， 而 不 继续 研究 李 群 呢 ? 主要 原因 在 于 ， 李 群 通常 是 弯曲 的 
(如 圆 ) ， 而 李 代数 通常 是 平坦 的 〈 如 直线 、 平 面 等 ) ， 因 此 相 比 之 
下 ， 研 究 李 代数 要 容易 得 多 。 


我 们 以 圈 群 的 本 代 数 为 例 。 我 们 把 圈 群 的 李 代 数 看 成 圈 群 的 简化 
体 ， 并 以 两 位 数学 家 的 名 字 把 它 命 名 为 “ 卡 次 - 称 迪 代数 ” (Kac-Moody 
algebra) 。 这 两 位 数学 家 分 别 是 维 殉 多 : 卡 沈 (Victor Kac， 出 生 于 俄 罗 
斯 ， 后 移民 至 美国 ， 现 为 麻 省 理工 学 院 教 授 ) ， 以 及 罗伯特 : 称 迪 
(Robert Moody， 生 于 英国 ， 后 移民 至 加 拿 大 ， 现 为 阿尔 伯 塔 大 学 教 
授 ) ， 他 们 从 1968 年 开始 独立 研究 这 些 李 代数 。 从 那 以 后 ， 卡 次 - 称 迪 
代数 成 为 最 受 关 注 、 发 展 最 为 迅猛 的 数学 理论 之 一 。 
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Be CT AAEM, TER PORAVOTIEH, Bet LURE BR xe PRB 
作为 研究 课题 。 但 是 ， 我 在 开始 这 方面 的 研究 之 后 ， 却 发 现 目 己 掌握 
的 相关 知识 太 贫 乏 了 ， 就 连 具 体 的 研 完 方 向 也 无 法 确定 。 不 过 ， 我 对 
ECHL BCH yD 


OME SE RACER, aA ek, kK Eu 
有 列车 开 往 我 的 家 乡 。 那 时 ， 我 每 个 周 五 痢 会 回 家 度 周 术 ， 于 是 证 克 
斯 建议 我 每 周 五 下 午 五 点 和 匈 去 他 家 ， 和 他 面谈 ， 然 后 再 回 家 。 通 前， 
我 们 会 一 起 探讨 问题 ， 时 间 长 达 三 个 小 时 (期 间 ， 他 会 给 我 准备 晚 
饭 ) ， 然 后 我 会 乘坐 最 后 一 班 列 车 ， 大 概 在 半夜 的 时 候 赶 回 家 。 在 
1986 年 秋天 和 1987 年 春天 这 两 个 学 期 中 ， 我 们 每 周 都 会 见 一 次 面 。 这 
段 经 历 在 我 学 习 数学 知识 的 过 程 中 起 到 了 极为 重要 的 作用 。 

1987 年 1 月 ， 我 终于 读 完 了 费 金 和 定 克 斯 合 著 的 那 篇 论文 ， 可 以 着 


手 开 展 研 究 工 作 了 。 当 时 ， 我 拿 惠 了 莫斯科 目 然 科学 图 书 馅 的 借阅 
证 。 那 里 有 大 量 的 专著 和 期 刊 ， 有 的 是 俄语 版 (很 多 俄语 资料 在 石油 


天 然 气 学 院 的 图 书馆 也 有 收藏 ) ， 还 有 的 则 是 用 其 他 语言 撰写 的 。 
we, SAPS AR, AST, ER i 
及 相关 内 容 的 论文 。 


与 此 同时 ， 由 于 量子 物理 对 我 有 极 大 的 吸引 力 ， 我 还 如 饥 似 光 地 
钻研 了 卡 次 - 称 迪 代数 在 量子 物理 方面 的 应 用 情况 。 我 在 前 面 说 过 ， 卡 
深 - 称 迪 代数 是 弦 论 中 的 重要 内 容 。 其 实 ， 卡 次 - 称 迪 代数 还 可 以 被 用 
来 描述 二 维 量 子 物理 学 模型 的 对 称 操作 。 我 们 生活 在 一 个 三 维 空间 
中 ， 因 此 描述 这 个 空间 的 模型 也 应 该 是 三 维 的 。 再 加 上 时 间 维 度 ， 我 
们 束 可 以 得 到 四 个 维度 。 但 是 通过 数学 方法 ， 我 们 可 以 目 由 地 为 三 维 
以 外 的 其 他 世界 建 模 ， 并 分 析 和 研究 这 些 模型 。 维 数 低 于 三 的 模型 相 
对 位 单 ， 我 们 成 功 的 可 能 性 相对 较 高 。 通 过 知识 积 素 ， 我 们 束 可 以 进 
一 步 构建 并 分 析 更 复杂 的 三 维和 四 维 模型 。 


我 们 研究 不 同 维 数 的 模型 ， 可 能 不 是 为 了 将 研究 结果 直接 应 用 于 
我 们 这 个 物理 世界 ， 而 是 为 了 分 至 、 借 鉴 这 些 副 真 模型 的 某 些 显著 特 
征 。 实 际 上 ， 后 者 才 是 数理 物理 学 的 主要 理念 。 


在 这 些 低 维 模型 当中 ， 有 的 也 可 以 应 用 于 现实 世界 。 例 如 ， 一 块 
非常 薄 的 金属 板 可 以 看 作 二 维系 统 ， 因 此 用 二 维 模 型 去 描述 它 可 以 取 
得 较 好 的 效果 。“ 伊 注 模 型 ”(Ising model) 就 是 一 个 典型 的 例子 ， 它 
描述 的 是 二 维 网 格 节 点 处 相互 作用 的 粒子 。 拉 斯 : 昂 卫 格 (Lars 
Onsager) 提出 的 伊 入 模型 解法 具有 极 高 的 学 术 价值 ， 可 以 帮助 人 们 深 
入 了 解 目 发 磁化 现象 ， 即 铁 磁性 。 昂 联 格 计算 法 的 核心 是 该 模型 的 一 
个 隐 性 对 称 性 ， 这 个 事实 再 次 说 明 ， 对 称 性 在 理解 物理 系统 方面 具有 
举足轻重 的 作用 。 随 后 的 研究 表明 ， 该 对 称 操作 可 以 用 所 谓 的 “ 维 拉 宿 
代数 ?进行 描述 。 维 拉 宿 代数 好 比 卡 次 - 称 迪 代数 的 “ 符 兄 第”， 费 金 与 
富 克 斯 在 他 们 合 著 的 那 篇 论文 中 ， 讨 论 的 主要 内 容 就 是 维 拉 往 代数 。 
在 这 类 模型 中 ， 有 很 多 都 可 以 借助 卡 次 - 称 迪 代数 来 准确 地 摘 述 其 对 称 
操作 。 因 此 ， 卡 次 - 称 迪 代数 理论 是 理解 这 些 模 型 的 一 个 重要 工具 。 


洲 米 米 


石油 天 然 气 学 院 的 图 书馆 订阅 了 《参考 文献 杂志 》 (Journal of 
References) 。 这 份 月 刊 言 简 意 凡 地 对 新 近 的 以 各 种 语言 发 表 的 论文 进 
行 评 论 ， 并 把 这 些 论 文 按 学 科 分 | 门 别 类 地 整理 好 ， 还 为 每 篇 论文 撰写 
了 一 个 简短 的 摘要 。 我 定期 阅读 这 份 灯 志 ， 事 实证 明 ， 这 是 一 个 价值 
极 高 的 资料 来 产 。 该 杂志 每 月 会 出 一 期 数学 论文 专刊 ， 我 总 是 认真 阅 
读 相 关 版 面 ， 从 中 寻找 目 己 感 兴趣 的 内 容 。 如 采 我 发 现 某 篇 论文 可 能 
对 我 有 用 ， 我 束 会 记录 下 来 ， 下 一 次 去 莫斯科 目 然 科学 图 书 馅 时 束 借 
阅 它 。 束 这 样 ， 我 收集 了 大 量 有 价值 的 资料 。 


有 一 天 ， 当 我 正在 翻阅 《参考 文献 杂志 》 时 ， 意 外 地 看 到 对 日 本 
数学 家 胁 本 实 (Minoru Wakimoto) 的 一 篇 论文 的 评论 。 胁 本 实 的 原 论 
文 发 表 在 《数理 物理 学 通信 》 (Communications in Mathematical 
Physics) 上 ， 这 是 我 一 直 密 切 关 注 的 一 本 杂志 。 评 论 涉 及 的 内 容 不 
多 ， 但 是 论文 题目 中 提 到 了 与 球体 旋转 群 SO(3) 有 关 的 卡 次 - 称 迪 代 
数 ， 于 是 我 记 下 了 这 篇 论文 的 出 处 。 下 一 次 去 自然 科学 图 书馆 时 ， 我 
借阅 了 这 篇 论文 。 


在 这 篇 论文 中 ， 作 者 针对 与 5O(3) 群 相关 的 卡 深 - 穆 迪 代数 ， 别 出 
心 裁 地 提出 了 一 个 新颖 的 实现 方式 。 这 里 ， 我 用 量子 物理 学 的 语言 说 
明 其 要 点 (因为 卡 次 - 称 迪 代数 可 以 揪 述 量子 物理 模型 的 对 称 性 ) 。 用 
于 摘 述 基本 粒子 相互 作用 的 逼真 量子 模型 非常 复 杀 ， 但 是 ， 我 们 可 以 
将 其 简化 ， 构 建 理想 化 的 * 目 由 场 模 型 ”， 该 模型 中 没有 或 几乎 没有 基 
本 粒子 的 相互 作用 。 这 些 模型 中 的 量子 场 是 名 副 其 实地 处 于 “ 目 由 ” 状 
仿 ， 彼 此 间 没 有 发 生 任 何 作用 。 在 这 样 的 目 由 场 模 型 中 ， 我 们 经 第 可 
以 实现 复杂 的 也 更 有 价值 的 研究 。 因 此 ， 我 们 可 以 解构 复 洒 模型 ， 完 
成 本 来 可 能 无 法 完成 的 计算 工作 。 这 样 的 实现 方式 往往 非常 有 效 。 不 
过 ， 对 于 以 卡 次 - 移 迪 代数 表示 对 称 操作 的 量子 模型 而 言 ， 在 已 知 的 目 
由 场 实现 范 例 中 可 供 选 择 的 范围 仍然 十 分 狭窄 。 


在 阅读 胁 本 实 的 这 篇 论文 时 ， 我 立刻 意识 到 他 的 人 研究 成 果 可 以 为 
我 们 提供 有 效 的 目 由 场 的 实现 方式 ， 并 有 助 于 我 们 研究 与 SO(3) 有 关 的 
最 简单 的 卡 次 - 移 迪 代数 。 我 清楚 这 个 研究 成 果 的 重要 意义 ， 同 时 ， 一 
些 疑问 也 相伴 而 来 : 这 种 实现 方式 从 何 而 来 ” 可 以 将 它 推广 到 其 他 的 
卡 深 - 称 迪 代数 中 吗 ? 我 意识 到 ， 这 些 问题 是 比较 适合 我 的 研 完 读 题 。 


大 家 能 想象 ， 当 我 看 到 这 个 令 人 陶醉 的 研究 成 果 ， 以 及 意识 到 它 
的 潜在 价值 时 的 那 种 无 比 激动 的 心情 吗 ? 这 种 感受 整 好 比 在 历经 干 辛 
万 兰 的 长 途 践 涉 之 后 ， 狗 上场 挺拔 的 山峰 突然 映 入 眼帘 。 此 时 此 刻 ， 那 
震撼 人 心 的 美 令 人 目 瞪 口 采 ， 以 至 于 你 情 不 目 禁地 大 叫 一 
pa. ME! ”在 这 一 刻 ， 你 觉得 醋 柄 灌顶 、 芒 塞 顿 开 。 虽 然 你 还 没有 到 
达 顶 峰 ， 你 还 不 知道 前 方 有 哪些 艰难 险阻 ， 但 是 ， 登 项 的 吸引 力 令 你 
无 法 抗拒 ， 你 甚至 已 经 在 想象 目 己 站 颅 峰 时 的 感觉 。 THEE TE HB 
儿 ， 等 着 你 去 征服 。 问 题 在 于 : 你 是 否 有 足够 的 力量 以 及 足够 的 毅力 
去 实现 目标 ? 


那 年 夏天 ， 我 准备 把 我 的 这 些 发 现 告诉 富 克 斯 。 我 觉得 ， 胁 本 实 
的 那 篇 论文 肯定 也 会 让 他 激动 不 已 。 等 我 到 了 他 的 别 村 后， 他 却 告诉 
我 出 现 了 一 个 小 小 的 问题 。 他 的 合作 伙伴 、 曾 经 的 学 生 一 一 鲍 里 斯 : 费 
金 和 他 有 一 个 约 谈 ， 刚 好 也 在 这 一 天 。 富 殉 斯 解释 说 这 是 他 的 下 忽 ， 
不 过 我 并 不 相信 (后 来 ， 富 克 斯 也 承认 他 是 故意 这 样 安 排 的 ) 。 


儿 个 月 前 ， 富 殉 斯 瑟 把 我 介绍 给 费 金 。 当 时 ， 我 已 经 完成 了 那 篇 
关于 辫 群 的 论文 ， 正 在 阅读 费 金 与 富 克 斯 合 著 的 那 篇 文 草 。 在 一 次 参 
加 兰 尔 范 德 的 专题 研讨 会 时 ， 富 克 期 在 活动 开始 之 前 介绍 我 和 费 金 认 
识 。 在 他 的 鼓励 之 下 ， 我 请 费 金 为 我 推荐 阅读 书目 。 鲍 里 斯 : 利 沃 维 奇 
(这 是 我 对 费 金 的 称呼 ) 当时 才 33 安 ， 但 他 已 经 成 为 莫斯科 数学 家 中 
最 粮 眼 的 明星 之 一 了 。 他 穿着 一 条 牛仔 裤 和 一 双 破 旧 的 运动 鞋 。 费 金 
的 性 格 比较 采 腹 ， 一 副 镜 片 又 天 又 厚 的 眼镜 挡住 了 他 的 眼睛 。 在 和 我 
交谈 时 ， 他 大 多 数 时 间 都 低 着 头 ， 避 免 和 我 对 视 。 不 用 说 ， 我 也 同样 
须 有 ， 而 且 目 信心 不 足 。 人 毕竟 ,我 还 是 一 名 学 生 ， 刚 刚 开始 进行 数学 
方面 的 研究 ， 而 站 在 我 面前 的 却 是 一 位 著名 的 数学 家 。 因 此 ， 这 次 交 
谈 并 不 顺利 。 


但 是 ， 费 金 借 尔 也 会 抬 起 头 ， 用 微 壬 问 我 表达 善意 ， 让 我 们 俩 的 
交流 不 至 于 冷场 。 我 能 感觉 到 ， 他 真 的 很 友善 。 


不 过 ， 费 金 给 我 提 的 第 一 个 建议 束 让 我 目 瞪 口 采 : 他 让 我 阅读 列 
夫 : 朗 道 (Lev Landau) St RAE SRI RESK (Evgeny Lifshitz) 合 著 
的 《统计 物理 学 》 (Statistical Physics) ! 这 是 一 本 非常 厚重 的 大 部 
头 ， 一 想到 要 阅读 这 样 一 本 书 ， 我 惑 感到 头皮 发 麻 。 


事实 证 明 ， 费 金 的 这 条 建议 是 非常 恰当 的 。《 统 计 物理 学 》 这 本 
书 的 确 非常 重要 ， 而 且 最 终 我 还 决定 把 这 方面 的 内 容 作 为 我 的 研究 方 
向 (很 怖 愧 ， 我 必须 承认 我 至 今 还 没有 读 完 这 本 书 ) 。 但 是 ， 他 的 建 
议 当 时 并 没有 得 到 我 的 回应 。 我 们 的 第 一 次 交流 无 疾 而 终 ， 这 可 能 也 


征 原 因 之 一 。 从 那 以 后 ， 除 了 在 凋 尔 范 德 专题 研讨 会 上 碰面 时 打 个 招 
呼 以 外 ， 我 再 也 没有 同 费 金 交 流 过 。 


我 刚 到 一 会 儿 ， 束 看 到 费 金 也 来 了 ， 他 正在 门 外 俘 放 目 行车 。 我 
们 打 了 招呼 ， 一 番 寒 上 虹 之后， 一 起 坐 到 厨房 里 的 一 张 圆 时 芝 。 富 克 斯 
问 我 : “最 近 你 的 研究 有 什么 新 进展 吗 ? ” 


“ 咽 ..……... 我 发 现 日 本 数学 家 胁 本 实 写 的 这 篇 论文 挺 有 意思 的 。” 
MBE UTP et IA) BR ae, “你 知道 这 篇 论文 吗 ? ” 


费 金 揪 了 插头。 富 克 斯 又 对 我 说 : “什么 新 东西 都 逃 不 过 他 的 眼 
睛 ， 不 过 ， 他 没 读 过 这 篇 论文 不 是 一 件 坏事 ， 让 他 听 听 你 的 意见 也 挺 
好 的 。” 


我 开始 向 他 们 介绍 胁 本 实 的 这 篇 论文 。 不 出 意料 ， 他 们 对 它 也 非 
常 感 兴 趣 。 这 是 我 第 一 次 有 机 会 同 费 金 深 入 探讨 数学 概念 ， 我 立刻 觉 
得 我 们 俩 非常 合拍 。 他 上 听 得 很 认真 ， 提 出 的 问题 也 非常 恰当 。 显 然 ， 
他 了 解 这 些 内 容 的 重要 性 。 尽 管 他 看 上 去 是 一 副 漫不经心 的 样子 ， 我 
却 感觉 到 了 他 内 心 的 兴奋 之 情 。 富 克 斯 基本 上 不 插话 ， 看 到 我 和 费 金 
可 以 紧密 合作 ， 他 肯定 有 一 种 阴谋 得 进 的 得 意 ， 这 次 交流 效果 非常 
好 ， 我 隐约 感觉 到 某 种 重要 的 东西 整 在 我 眼前 ， 似 乎 触手 可 及 。 


富 克 斯 仿佛 也 有 同样 的 感觉 。 我 离开 时 ， 他 对 我 说 ，“ 干 得 不 错 
我 多 么 希望 这 篇 论文 就 是 你 写 的 。 不 过 ， 我 觉得 你 肯定 能 更 上 一 层 
楼 。” 

回 家 后 ， 我 继续 研究 胁 本 实在 论文 中 提出 的 问题 。 胁 本 实 仅仅 给 


出 了 公式 ， 却 没有 做 出 任何 解释 。 我 要 做 的 似乎 就 是 侦察 工作 通 
过 各 种 蛛丝马迹 找 出 这 些 公式 背后 隐藏 的 惊天 秘密 。 


儿 天 之 后 ， 秘 密 开始 浮 出 水 面 。 那 天 ， 我 在 答 舍 里 践 步 ， 突 然 灵 
光一 内 。 我 发 现 ， 胁 本 实 的 这 些 公式 来 源 应 该 是 几何 学 。 这 个 发 现 令 
人 震惊 ， 因 为 胁 本 实 采用 的 完全 是 代数 方法 ， 看 不 出 任何 几何 学 的 痕 


迹 。 


为 了 让 大 家 了 解 如 何 从 几何 学 角度 来 理解 这 些 公 式 ， 我 们 再 次 对 
球体 对 称 操作 的 李 群 SO(3) 及 其 圈 群 进行 讨论 。 我 们 在 上 一 章 中 解释 
过 ， 在 SO(3) 的 圈 群 中 ， 每 个 元 素 都 是 SO(3) 群 中 的 元 素 ，SO(3) 群 中 的 
一 个 元 素 对 应 圈 上 的 所 有 点 。SO(3) 群 中 的 每 个 元 素 通 过 特定 旋转 操作 
对 球体 发 生 作 用 ， 这 说 明 SO(3) 圈 群 中 的 每 个 元 素 都 会 导致 球体 圈 空 间 
的 一 个 对 称 操作 。 


我 意识 到 ， 利 用 上 述 信 息 ， 我 可 以 得 到 与 5O(3) 相 关 的 卡 次 - 称 迪 
代数 的 表示 法 。 不 过 ， 这 样 还 得 不 出 胁 本 实 的 公式 ， 我 们 还 必须 从 根 
本 上 对 这 些 表示 进行 修改 。 打 个 比方 ， 我 们 可 以 把 外 套 翻 过 来 ， 使 守 
里 胃 外 。 这 个 动作 本 身 并 不 难 ， 但 是 在 大 多 数 情况 下 ， 衣 服 束 会 失去 
价值 ， 因 为 我 们 不 能 在 公众 场合 反 罕 衣服 。 但 是 ， 有 的 衣服 有 正 反 两 
种 罕 法 ， 胁 本 实 的 公式 束 是 这 种 情况 。 


有 了 这 种 认识 之 后 ， 我 立即 着 手 修 改 这 些 公 式 ， 使 它们 适用 于 其 
他 更 复 洒 的 卡 次 - 称 迪 代数 。 我 完成 的 第 一 个 步 又 采用 的 是 几何 学 方 
法 ， 跟 研究 SO(3) 群 时 的 情况 一 样 ， 这 一 步 又 取得 了 非常 好 的 效果 。 不 
过 ， 当 我 试图 把 这 些 公式 “ 翻 过 来 "时 ， 却 遇 到 了 麻烦 ， 我 发 现 这 样 做 
根本 没有 什么 意义 。 我 翻来覆去 地 折腾 这 些 公 式 ， 始 终 坚 无 头绪 。 我 
开始 怀疑 这 个 公式 有 可 能 只 适用 于 SO(3) 群 ， 而 无 法 推广 至 一 般 性 卡 
次 - 称 迪 代数 。 我 无 法 预知 这 个 问题 是 否 有 解 ， 即 便 有 解 ， 现 有 的 手段 
又 是 否 足 以 求解 。 因 此 ， 我 只 能 狗 狂 地 进行 研究 ， 硕 望 能 有 所 收获 。 


一 周 之 后 ， 又 到 了 与 富 克 斯 磁头 的 日 子 。 我 准备 把 我 已 完成 的 计 
算 工 作 告 诉 他 ， 寻 求 他 的 建议 。 结 采 ， 等 我 到 了 他 的 别 虹 后， 他 告诉 


我 ， 他 的 妻子 要 去 莫斯科 办 事 ， 他 得 照料 两 个 年 幼 的 女儿 ， 因 此 无 电 
与 我 讨论 问题 。 


“不 过 ，? 他 说 ,“ 费 金 昨 天 来 过 了 。 你 上 周 告诉 我 们 的 那些 内 容 ， 
他 非常 感 兴 趣 。 你 可 以 去 找 他 ， 他 的 别 侄 离 这 儿 只 有 15 分 钟 的 路 程 。 
我 跟 他 说 过 我 今天 会 让 你 去 找 他 ， 所 以 ， 他 现在 正在 等 你 呢 。” 


他 给 我 指 了 路 ， 然 后 我 惑 去 了 。 


费 金 真 的 在 等 我 ， 他 热情 地 跟 我 打招呼 ， 把 我 介绍 给 他 魅力 四 射 
的 妻子 尹 娜 和 三 个 孩 于 。 两 个 充满 活力 的 男孩 名 叫 罗 马 和 热 尼 亚 ， 他 
那个 可 爱 的 两 岁 女 儿 名 叫 丽 莎 。 我 当时 完全 没有 想到 ， 在 随后 的 好 多 
年 当中 ， 我 会 和 这 一 家 人 保持 非常 杀人 密 的 关系 。 


费 金 的 妻子 给 我 们 准备 了 茶水 和 点 心 ， 我 们 就 坐 在 庭院 里 。 那 是 
一 个 夏天 的 下 午 ， 浓 密 的 树 卫 下 偶尔 有 一 丝光 线 透 册 下 来 ， 乌 儿 那 喀 
吐 的 鸣叫 声 不 绝 于 耳 ， 周 围 一 派 美 丽 宜 人 的 田园 风光 。 不 过 ， 我 们 的 
注意 力 很 快 瑟 转 移 到 了 胁 本 实 的 那些 公式 上 。 


原来 ， 费 金 也 一 直 在 思考 这 些 公 式 ， 而 且 忆 路 跟 我 差不多 。 
此 ， 从 一 开始 的 时 候 ， 我 们 一 个 人 说 完 上 句 ， 另 一 个 人 立刻 就 能 接 出 
下 句 。 这 是 一 种 非常 特殊 的 感觉 ， 他 清楚 我 的 每 一 个 想法 ， 我 也 能 听 
懂 他 的 每 一 句 话 。 


告诉 费 金 ， 我 在 笑 试 把 这 些 公式 推广 到 其 他 卡 深 - 称 迪 代 数 上 时 
遭遇 了 挫折 。 费 金 认真 地 听 完 后 ， 坐 在 那里 静 静 地 思考 了 一 会 儿 ， 然 
后 把 我 的 注意 力 引 到 了 一 个 被 我 忽略 的 重要 问题 上 。 在 推广 胁 本 实 的 
公式 时 ， 我 们 必须 为 球面 找到 一 个 合适 的 推广 对 象 ， 也 了 束 是 会 受到 
SO(G) 群 对 称 操作 作用 的 流 形 。 对 于 SO(G3) 群 而 言 ， 只 有 一 个 选择 ， 但 
征 对 于 其 他 群 而 言 ， 可 选 方案 却 有 很 多 。 我 在 计算 过 程 中 ， 想 当然 地 
认为 对 球面 的 推广 对 象 目 然 束 是 所 谓 的 “射影 空间 ”(〈projective 


space) 。 但 是 ， 射 影 空 间 其 实 并 非 唯一 的 选择 ， 我 之 所 以 无 法 取得 进 
展 ， 可 能 就 古 因 为 没 能 找到 合适 的 空间 。 


那天 傍晚 ， 我 面临 的 任务 就 是 把 这 些 公 式 “ 翻 过 米 "。 我 期 盼 着 有 
奇迹 发 生 ， 在 完成 上 述 操 作 之 后 ， 能 够 得 到 有 意义 的 结果 。 胁 本 实 将 
该 公式 运用 到 最 简单 的 SO(3) 群 上 时 取得 了 成 功 ， 而 我 的 计算 表明 ， 对 
于 射影 空间 ， 情 况 却 不 是 这 样 。 不 过 ， 这 并 不 意味 着 这 些 公式 无 法 改 
进 ， 费 金 建议 我 不 妨 试 试 所 谓 的 “ 旗 流 形 ” (flag manifold) 。 


SO(3) 群 的 弃 流 形 是 大 家 熟悉 的 球面 ， 因 此 ， 对 于 其 他 类 型 的 群 而 
， 它 们 的 旗 流 形 可 以 看 成 球面 的 目 然 蔡 代 品 。 但 是 ， 相 比 于 射影 空 
间 ， 旗 流 形 的 内 涵 更 加 丰富 ， 用 途 也 更 广泛 ， 因 此 ， 我 们 很 有 可 能 大 
胁 本 实 公式 找到 一 个 可 适用 于 旗 流 形 的 类 比 结构 。 


天 色 不 早 了 ， 我 也 该 回 家 了 。 我 和 费 金 约 好 下 周 再 见 ， 并 和 他 们 
一 家 人 道别 。 


我 乘坐 的 火车 车 厅 里 几乎 没 人 ， 收 日 的 风 不 停 地 从 打开 的 车 窗 里 
吹 进来 。 坐 在 车 上 ， 我 情不自禁 地 想起 那个 问题 。 我 抑制 不 住 目 己 研 
完 的 冲动 ， 便 掏 出 纸 笔 ， 开 始 书写 适用 于 最 稍 单 旗 流 形 的 公式 。 破 旧 
的 车 厢 一 边 插播 晃 晃 ， 一 边 发 出 断断续续 的 噪声 ， 我 连 笔 也 拿 不 稳 ， 
写 出 来 的 公式 东 倒 西 和 看 ， 连 我 自己 都 很 难 辨认 。 然 而 ， 束 在 这 样 混 乱 
的 环境 中 ， 我 竟然 逐 湖 找到 了 一 个 规律 。 此 前 我 符 弃 用 射影 空间 ， 但 
征 它 们 似乎 入 获 不 驯 ， 现 在 改 用 旗 流 形 之 后 ， 情 况 明 显 变 好 了 。 


再 进行 几 步 计算 ， 然 后 .….. 哇 ， 成 功 了 !“ 翻 过 来 ”的 公式 与 胁 本 
实 的 公式 取得 了 同样 效果 ， 这 古 一 次 完美 的 推广 。 我 兴 否 地 不 能 E 
已 ， 太 棒 了 ! 我 成 功 地 发 现 了 卡 次 - 穆 迪 代数 新 的 目 由 场 表 示 ! 


第 二 天 上 午 ， 我 认真 地 检查 了 计算 结果 : 没有 一 点 儿 问 题 。 费 金 
的 别墅 里 没有 安装 电话 ， 我 无 法 在 电话 里 把 我 的 发 现 告诉 他 。 于 是 ， 


Dllt 


我 开始 写 信 ， 并 准备 在 第 二 周 见 面 时 再 告诉 他 我 的 新 成 果 。 
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MUMS, Ree oa TRANSPO, te aA ie AC © 
HD, BARRE Se, BRR ti TRAE AT” ° 后 来 他 让 
我 不 要 太 客 气 ， 直 接 称呼 他 “ 伯 亚 ? 即 可 。 


我 在 拜师 方面 的 运气 真是 太 好 了 。 叶 夫 根 尼 : 叶 夫 根 尼 耶 维 奇 帮助 
我 领略 到 数学 的 美 ， 让 我 为 之 神魂 三 倒 ， 他 还 帮 我 打下 了 坚实 的 数学 
基础 。 富 克 斯 把 我 从 更 斯 科大 学 入 学 考试 的 那 场 灾难 中 拯救 出 来 ， 使 
我 跌跌撞撞 地 路 上 了 数学 研究 这 条 大 道 。 他 帮助 我 完成 了 第 一 个 真正 
意义 上 的 数学 课题 的 研究 ， 增 强 了 我 的 目 信心 ， 并 引导 我 进入 数学 与 
物理 相互 作用 的 研究 领域 。 至 此 ， 我 为 将 来 取得 态 出 成 就 做 好 了 准 
备 。 伯 亚 应 该 是 我 当时 能 找到 的 最 优秀 的 导师 。 从 此 ， 我 在 数学 领域 
迅速 成 长 起 来 。 


蝇 无 疑问 ， 伯 亚 : 费 金 是 他 们 那 一 代 人 中 最 有 创造 力 的 数学 家 之 
一 ， 也 是 数学 领域 中 嗅觉 灵敏 的 预言 家 。 在 他 的 引领 下 ， 我 问 进 了 现 
代数 学 这 个 梦 约 仙境 ， 领 略 了 其 中 神奇 与 里 越 的 和 谐 统 一 的 美 。 


现在 ， 我 有 了 自己 的 学 生 ， 这 让 我 更 加 感激 伯 亚 (以 及 叶 夫 根 尼 . 
PY ARTE BBE AT A Be SET) 为 我 所 做 的 一 切 。 对 学 生 因 材 施 教 并 不 是 
一 件 容 易 的 事 。 在 很 多 方面 ， 指 导 学 生 跟 抚养 孩子 很 相似 ， 都 必须 做 
出 许多 牺牲 而 不 求 回 报 。 当 然 ， 最 终 也 有 可 能 取得 丰硕 的 收获 。 但 
征 ， 把 学 生 指 加 何方 ， 在 何 时 问 他 们 伸 出 援助 之 手 ， 又 在 何 时 把 他 们 
于 进 困 境 让 他 们 学 会 独立 解决 问题 ， 这 些 都 是 忆 术 ， 都 需要 靠 目 己 换 
索 ， 而 不 能 指望 别人 告诉 你 。 


伯 亚 非常 关心 我 ， 同 时 也 很 关注 我 在 数学 上 取得 的 进展 。 他 从 来 
不 会 告诉 我 该 做 什么 ， 但 是 同 他 交流 、 回 他 请 教 总 是 可 以 给 我 指明 方 


问 。 不知 出 于 什么 原因 ， 伯 亚 似 乎 深信 我 能 很 好 地 把 握 住 研究 方 网 。 
有 他 从 旁 指导 ， 我 亦 总 十 感到 胸 有 成 体 。 能 够 师 从 伯 亚 学 习 数 学 ， 我 
真 的 是 太 幸 运 了 。 
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此 时 ，1987 年 的 秋季 学 期 已 经 开始 了 ， 这 也 是 我 在 石油 天 然 气 学 
院 的 第 四 个 年 涉 。 当 时 ， 我 19 岁 ， 沉 得 生活 充满 了 激情 。 我 仍然 住 在 
学 校 窒 舍 ， 与 朋友 们 四 处 游历 ， 还 了 验 入 了 爱河 ..….. 不 过 ， 我 对 学 习 却 
从 未 放松 。 那 时 候 ， 大 部 分 的 课 我 都 不 上 ， (只 是 到 考试 临近 时 ， 才 
偶尔 ) 自学 考试 内 容 。 各 科 考 试 成 绩 几 乎 全 是 A， 唯 一 得 B 的 是 马克 思 
主义 政治 经 济 学 。 


大 多 数 人 都 不 知道 我 还 有 “第 二 生活 ”一 一 跟 伯 亚 学 习 数学 (这 项 
活动 占 去 了 我 的 大 部 分 时 间 和 精力 ) 。 


通常 ， 我 和 伯 亚 一 周 见面 两 次 。 他 的 正式 工作 是 在 固态 物理 研究 
所 (the Institute for Solid State Physics) 从 事 人 研究 工作 ， 但 是 那 份 工作 
比较 清闲 ， 每 周 只 需 去 一 次 即 可 。 平 时 ， 他 会 竺 在 他 母亲 的 公寓 里 ， 
步行 到 工作 地 点 只 需要 10 分 钟 ， 离 石油 天 然 气 学院 和 我 的 宿舍 也 比较 
近 。 我 们 通常 就 在 这 里 见面 ， 我 一 般 会 在 上 午 或 刚 过 中 午 的 时 候 到 那 
儿 。 我 们 一 起 研究 课题 ， 有 时 一 研究 起 来 就 是 一 天 。 傍 晚 ， 伯 亚 的 母 
灯 下 班 后 会 给 我 们 准备 上 晚饭， 我 们 经 常 在 晚上 九 十 点 的 时 候 一 起 离开 
ASH ° 


我 们 当时 完成 的 最 重要 工作 ， 就 是 把 我 们 的 研究 成 果 进 行 了 简要 
概括 ， 然 后 投稿 到 《俄罗斯 数学 概观 》 ( Russian Mathematical 
Surveys) 杂志 。 不 到 一 年 时 间 ， 这 篇 简短 的 摘要 就 得 以 发 表 。 就 在 数 
学 杂志 上 发 表 文 章 而 言 ， 这 样 的 速度 已 经 相当 快 了 。 在 完成 这 项 工作 
之 后 ， 我 和 伯 亚 又 开始 考虑 进一步 拓展 这 个 课题 。 我 们 的 研究 成 果 显 
车， 开辟 了 很 多 新 的 研究 方向 。 我 们 利用 这 些 成 果 去 寻找 更 好 的 卡 欧 - 


称 迪 代数 表示 ， 还 找到 了 二 维 量子 模型 的 目 由 场 实现 方法 。 利 用 这 个 
实现 方法 ， 我 们 可 以 在 以 前 无 法 利用 的 二 维 量子 模型 中 完成 计算 工 
作 。 很 快 ， 我们 的 研究 束 引 起 了 物理 界 的 关注 。 


那 古 一 段 油 动 人 心 的 美妙 时 光 。 不 和 伯 亚 见面 的 那些 日 子 里 ,我 
就 独自 做 研究 (工作 日 在 莫斯科 ， 周 末 则 在 家 里 ) 。 我 仍然 会 去 自然 
科学 图 书馆 ， 坚 持 大 量 阅 读 与 我 的 研究 方 同 密切 相关 的 书籍 和 文 草 。 
我 沉醉 于 探索 这 个 美丽 的 平行 世界 ， 而 且 我 乐此不疲 。 在 这 个 神奇 的 
世界 里 我 不 时 有 新 的 发 现 ， 涌 现 出 新 的 想法 ， 让 我 感觉 到 这 就 十 我 的 


Fa A 


但 是 ，1988 年 秋天 ， 我 进入 了 大 学 五 年 级 ， 这 也 是 我 在 石油 天 然 
气 学 院 的 最 后 一 年 。 我 不 得 不 回 到 现实 之 中 ， 考 虑 目 己 毕业 后 的 安 
排 。 尽 管 我 是 班 上 的 优等 生 ， 但 我 的 前 途 却 是 一 片 黯 淡 。 
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尽管 我 清楚 莫斯科 学 术 界 不 会 有 我 的 一 席 之 地 ， 但 是 我 仍然 一 如 
既往 地 努力 钻研 数学 。 马 克 : 索 尔 在 他 的 文章 中 说 (他 称呼 我 时 用 了 我 
名 字 的 缩写 一 一 埃 带 区 ) : 


埃 送 区 等 人 坚持 不 懈 地 探索 ， 殉 像 一 群 了 逆流 而 上 的 链 鱼 。 他 们 
的 动力 从 何 而 来 呢 ? 种 种 迹象 表明 ， 他 们 在 大 学 时 遭遇 的 收视 不 会 
停止 ， 而 且 肯 定 会 影响 他 们 的 职业 生涯 。 如 采 他 们 希望 以 数学 人 研究 
作为 职业 ， 获 得 成 功 的 可 能 性 将 非常 涡 茫 。 在 这 样 的 情况 下 ， 他 们 
不 但 没有 放弃 ， 反 而 孜孜 不 倦 地 做 着 准备 。 为 什么 ? 


因为 我 并 不 期 望 得 到 任何 回报 ， 我 只 是 单纯 地 追求 知识 市 给 人 的 
乐趣 和 激情 。 我 布 望 把 自己 的 毕生 精力 都 奉献 给 数学 ， 原 因 就 在 于 我 
热爱 这 项 事业 。 


不 过 ， 仅 有 激情 和 乐趣 是 不 够 的 ， 我 确实 还 需要 一 份 工作 。 
此 ， 我 一 方面 在 私下 里 与 伯 亚 合作 ， 完 成 我 的 主要 工作 ， 也 束 数 学 
研究 ， 男 一 方面 ， 我 还 得 在 石油 天 然 气 学 院 完 成 一 些 “ 正 式 ” 的 研究 工 
作 。 


我 在 石油 天 然 气 学 院 的 导师 是 应 用 数学 系 的 雅 科 夫 . 霍 尔 金 
(Yakov Isaevich Khurgin) 。 雅 科 夫 曾经 是 盖 尔 范 德 的 学 生 ， 他 非常 
有 魅力 ， 而 且 深 受 人 们 的 尊敬 。 当 时 他 已 经 快 70 岁 了 ， 不 过 我 们 都 认 
为 他 是 “最 酷 * 的 老师 。 他 的 课 有 极 强 的 吸引 力 ， 他 讲课 时 充满 幽默 
感 ， 学 生出 勤 率 最 高 。 尽 管 我 从 大 学 三 年 级 开始 就 逃 掉 了 大 多 数 的 
课 ， 但 是 在 雅 科 夫 讲授 概率 论 和 统计 学 时 ， 我 总 是 尽量 去 上 课 。 大 学 
三 年 级 时 ， 雅 科 夫 成 为 我 的 导师 。 


雅 科 夫 对 我 非常 热情 友善 。 他 总 是 为 我 着 想 ， 当 我 遇 到 困难 时 ， 
他 也 总 是 及 时 帮助 我 。 比 如 ， 有 一 次 ,我 在 住 答 方 面 遇 到 问题 ， 他 动 
用 目 己 的 关系 为 我 排忧解难 。 雅 科 夫 非 党 聪明， 善于 “与 体系 打 区 


道 *。 尽 管 他 是 犹太 人 ， 但 是 他 在 石油 天 然 气 学 院 却 享有 崇高 的 地 位 ， 
是 一 位 正教 授 ， 还 领导 着 一 个 实验 室 ， 其 研究 涉及 石油 开采 和 医药 等 
多 个 领域 。 


同时 ， 雅 科 夫 积极 从 事 数 学 知识 普及 工作 ， 写 过 好 几 本 适合 非 数 
学 专业 学 生 阅 读 的 数学 畅销 书 。 其 中 有 一 本 叫 作 “ 那 色 怎么 样 ” (So 
What?) ， 我 特别 喜欢 这 本 书 。 书 中 ， 雅 科 夫 介绍 了 他 与 科学 家 、 工 
程 师 和 医生 合作 的 经 历 。 通 过 与 这 些 人 的 对 话 ， 他 以 轻松 愉快 的 方式 
将 很 多 有 意思 的 数学 概念 (大 多 数 涉 及 他 的 专业 ， 即 概率 与 统计 
学 ) ， 以 及 这 些 概念 的 应 用 九 九 道 来 ， 悉 心 阐释 。 该 书 选 择 了 这 样 一 
个 书 名 ， 目 的 是 表现 数学 家 遇 到 现实 问题 时 的 好 奇 心 。 他 写 的 这 些 
书 ， 还 有 他 那 积极 向 大 众 推广 数学 理念 的 热情 ， 都 深 深 地 局 发 了 我 。 


雅 科 夫 有 多 年 与 医生 〈 大 多 是 泌尿 科 医 生 ) 合作 的 经 历 ， 他 最 初 
与 医生 合作 是 出 于 个 人 原因 。“ 二 战 *? 时 ， 他 作为 数理 系 的 一 名 学 生 应 
征 入 伍 ， 上 了 前 线 。 由 于 战报 中 的 恶劣 环境 ， 他 的 肯 脏 出 了 问题 。 这 
对 他 来 说 是 件 幸 事 ， 他 因此 住院 ， 并 幸存 下 来 ， 而 与 他 一 起 入 伍 的 同 
学 ， 却 大 多 在 战斗 中 死 于 非 命 。 不 过 ， 从 那 以 后 ， 他 的 肯 脏 就 留 下 了 
病根 儿 。 在 苏联 ， 医 药 是 免费 的 ， 但 是 医疗 服务 的 水 乎 较 低 。 要 想 得 
到 较 好 的 治疗 ， 病 人 要 么 和 医生 有 较 好 的 私人 关系 ， 要 么 向 医 生 行 
贿 。 不 过 ， 雅 科 夫 有 别人 没有 的 优势 ， 他 拥有 数学 专业 知识 。 和 凭借 这 
个 优势 ， 他 与 莫斯科 泌 斥 科 的 一 些 出 色 的 医生 区 上 了 朋友 。 


这 对 于 雅 科 夫 来 说 非常 重要 。 无 论 何 时 ， 只 要 他 的 肾脏 不 到， 他 
忠 可 以 住 进 莫 斯 科 最 好 的 医院 ， 接 受 优秀 医生 的 优质 服务 。 对 于 这 些 
医生 来 说 ， 同 雅 科 夫 处 理 好 关系 也 同样 重要 ， 因 为 雅 科 夫 可 以 帮助 他 
们 分 析 数 据 ， 为 他 们 揭示 出 一 些 以 前 不 为 人 所 知 的 有 趣 现 象 。 雅 科 夫 
经 党 说 ， 医 生 们 需要 分 析 病 人 具体 的 情况 ， 然 后 做 出 具有 针对 性 的 医 
疗 诊 断 ， 这 就 古 他 们 的 思维 习惯 和 特点 。 但 是 ， 也 是 因为 这 个 特点 ， 
他 们 有 时 很 难关 注 全 局 性 问题 ， 无 法 发 现 一 般 性 规律 和 原则 。 而 数学 


家 可 以 在 这 方面 为 他 们 提供 帮助 ， 因 为 数学 家 的 思维 方式 与 医生 完全 
不 同 : “我 们 接受 过 相关 训练 ， 会 寻找 并 分 析 一 般 性 规律 。” 雅 科 夫 的 
思维 方式 ， 得 到 了 他 的 医生 朋友 们 的 沉沉 与 认可 。 


在 雅 科 夫 担任 我 的 导师 之 后 ， 他 安排 我 参与 他 的 医学 研究 项 目 。 
在 雅 科 夫 指 导 我 学 习 的 两 年 半 时 间 里 ， 我 们 一 共 完 成 了 三 个 泌 奈 学 课 
题 ， 三 位 年 轻 的 泌尿 学 专业 研究 生 利用 这 些 成 有 果 ， 完 成 了 他 们 的 博士 
论文 。 我 因此 成 为 医学 杂志 论文 的 合作 作者 ， 甚 至 还 与 他 人 合作 申请 
了 一 项 专利 。 


至 今 ， 我 还 清楚 地 记得 第 一 个 项 目 开始 时 的 情景 。 我 和 雅 科 夫 一 
起 去 见 阿 列 克 谢 : 韦 利 卡 诺 夫 (Alexei Velikanov) ， 后 者 是 一 位 年 轻 的 
泌尿 科 医 生 。 他 的 父 杀 是 莫斯科 的 一 位 优秀 的 内 科 医 生 ， 与 雅 科 夫 有 
多 年 的 交情 〈 也 为 雅 科 夫 治 过 病 ) ， 因 此 ， 他 请 雅 科 夫 照顾 他 的 儿 
子 。 阿 列 克 谢 从 100 名 做 过 前 列 腺 肿瘤 (一 种 良性 肿瘤 ， 常 见于 老年 病 
患 ) 切除 手术 的 病人 那里 收集 了 各 种 数据 ， 包 括 手术 前 后 的 血压 等 检 
测 结果 。 他 希望 根据 这 些 数 据 可 以 确定 什么 时 候 做 这 项 手术 的 成 功率 
更 高 ， 并 应 用 于 他 的 临床 实践 。 


阿 列 克 谢 把 这 些 数据 整理 到 一 张 很 大 的 纸 上 ， 让 我 们 观察 和 分 
析 。 他 把 希望 寄托 在 我 们 映 上 ， 请 我 们 帮助 他 处 理 这 些 数 据 。 后 来 我 
发 现 ， 这 种 情况 经 常 发生 。 在 医生 、 工 程 师 等 人 的 眼中 ， 数 学 家 手 里 
仿佛 有 一 根 魔 棒 ， 随 便 挥 一 挥 ， 就 能 从 他 们 收集 的 那些 杂乱 无 草 的 数 
据 中 得 出 某 些 结论 。 当 然 ， 这 种 想法 根本 不 切实 际 。 我 们 的 确 掌握 了 
一 些 有 效 的 统计 分 析 方 法 ， 但 是 在 大 部 分 情况 下 ， 我 们 却 无 法 采用 这 
些 方法 ， 因 为 他 们 收集 的 数据 并 不 精确 ， 或 者 分 属 不 同类 型 。 有 的 数 
据 比 较 客 观 ， 有 的 却 比 较 主 观 (比如 ， 病 人“ 觉得”; 有 的 是 定量 数 
据 ， 如 血压 和 心率 ， 有 的 则 古 定性 数据 ， 如 对 一 些 具体 问题 的 肯定 或 
否定 回答 。 要 把 这 些 不 同类 型 的 数据 输入 统计 公式 ， 难 度 非 常 大 ( 坦 
率 地 说 ， 这 是 不 可 能 的 ) 。 


如 果 医 生 提出 的 问题 得 当 ， 他 就 会 发 现 有 些 数据 与 问题 的 天 系 不 
大 ， 有 些 甚至 可 以 直接 删 控 。 从 我 的 经 验 来 看 ， 在 医生 们 收集 的 这 些 
数据 中 ， 只 有 10% 至 50% 的 信息 ， 会 在 诊疗 时 用 到 。 但 是 ， 如 果 你 问 
医生 ， 他 们 不 会 坦率 地 承认 ， 而 是 坚 称 所 有 数据 都 非常 有 用 ， 他 们 甚 
至 会 举 出 例子 ， 以 证 明 他 们 的 确 考虑 了 这 些 信 息 。 其 实在 大 多 数 类 似 
的 情况 下 ， 他 们 在 做 出 决定 时 ， 只 会 依据 为 数 不 多 的 关键 信息 ， 而 忽 
略 梭 大 部 分 数据 。 但 是 ， 要 让 他 们 相信 这 个 事实 ， 还 得 费 一 番 工 夫 。 


当然 ， 也 有 一 些 问题 ， 只 需 将 数据 输入 某 个 统计 程序 束 能 得 出 结 
论 。 不 过 ， 在 人 研究 这 些 项 目的 过 程 中 ， 我 逐渐 意识 到 ， 医 生 们 之 所 以 
需要 数学 专业 人 士 的 帮助 ， 并 不 是 因为 我 们 会 使 用 这 些 统计 程序 ( 毕 
竟 ， 统 计 程 序 的 用 法 并 不 难 ， 人 人 都 能 学 会 ) ， 而 是 因为 我 们 能 设计 
出 正确 的 问题 ， 然 后 通过 不 带 有 任何 偏见 的 冷静 分 析 得 出 结论 。 对 于 
没有 接受 过 数学 专业 训练 的 人 而 言 ， 真 正 有 用 的 似乎 是 “数学 思维 习 


惯 ” 


在 我 参与 的 第 一 个 课题 中 ， 我 们 用 这 种 数学 思维 习惯 ， 删 掉 了 无 
天 数据 ， 并 找到 了 剩余 参数 间 的 非凡 联系 ， 即 相关 性 。 这 项 工作 并 不 
轻松 ， 我 们 花费 了 好 几 个 月 的 时 间 才 完工 ， 但 是 结 果 令 人 满意 。 我 们 
合 写 了 一 篇 论文 ， 介 绍 我 们 的 成 采 ， 阿 列 死 谢 还 把 这 些 成 采写 到 了 他 
的 博士 论文 中 。 我 和 雅 科 夫 应 邀 参加 了 他 的 论文 答辩 ， 还 有 对 弗 席 
Khoo RAG eA, the AiR Soe, 
我 们 一 起 参与 了 这 个 项 目 。 


我 记得 ， 一 位 医生 在 答辩 会 上 问 ， 得 出 这 些 结果 的 计算 机 程序 叫 
什么 名 字 。 雅 科 夫 回答 说 “爱德华 与 亚历山大 ”， 他 说 的 是 实话 。 我 们 
没有 使 用 计算 机 ， 而 征用 一 个 简陋 的 计算 藤 和 手工 操作 ， 完 成 了 所 有 
的 计算 工作 。 计 算 (比较 简单 ) 不 是 关键 ， 真 正 重要 的 是 我 们 提出 了 
恰当 的 问题 。 参 加 答辩 会 的 一 名 杰出 的 外 科 医 生 说 ， 这 个 项 目 证 明 数 
学 在 医学 领域 可 以 发 挥 重 要 作用 ， 以 后 还 可 能 会 发 挥 更 重大 的 作用 。 


这 太 令 人 意 想 不 到 了 ， 我 们 的 研究 竟然 受到 了 医学 界 的 认可 。 对 于 这 
个 结 有 末 ， 雅 科 夫 感到 非常 高 兴 。 


随后 不 久 ， 雅 科 夫 让 我 参与 泌尿 学 研究 的 男 一 个 项 目 。 该 项 目 与 
肾脏 肿瘤 有 关 ， 也 古 博 士 论 文 项 目 。 同 样 ， 我 幸 不 辱 命 ， 顺 利 地 完成 
了 这 个 项 目 。 


我 参与 的 第 三 个 (也 是 最 后 一 个 ) 医学 项 目 非常 有 意思 。 谢 尔 盖 ， 
阿 鲁 秋 尼 扬 (Sergei Arutyunyan) 这 位 年 轻 医 生 在 撰写 博士 论文 时 ， 
需要 有 人 帮助 他 分 析 数 据 。 我 和 他 天 系 不 错 ， 便 义不容辞 地 担 起 了 这 
个 任务 。 他 研究 的 那些 患者 在 接受 肾脏 移植 手术 时 发 生 了 排斥 反应 。 
在 这 种 情况 下 ， 医 生 面 临 两 种 选择 : 采取 措施 保住 新 移植 的 崩 脏 ， 或 
者 将 之 摘除 。 他 必须 迅速 做 出 决断 ， 从 两 种 方案 中 选择 一 个 ， 但 是 他 
的 这 个 决定 将 会 产生 深远 的 影响 : 如 采 保 住 明 脏 ， 病 人 可 能 会 死亡 ; 
如 采摘 除 肾 胜 ， 病 人 丈 需 要 再 移植 一 个 肾脏 ， 但 肾 源 十 分 稀缺 。 


谢 尔 孟 布 望 可 以 根据 超声 波 检 查 的 定量 结果 ， 做 出 从 统计 学 角度 
看 最 可 行 的 选择 。 他 在 这 个 领域 临床 经 验 丰 富 ， 收 集 了 大 量 数据 。 他 
希望 我 能 帮 他 分 析 这 些 数据 ， 制 定 一 些 有 价值 的 客观 标准 ， 以 帮助 其 
他 医生 做 出 正确 合理 的 判断 。 他 说 ， 还 没有 人 在 这 方面 取得 成 功 ， 大 
多 数 医生 都 认为 这 是 不 可 能 的 ， 他 们 宁愿 相信 和 目 己 的 那 一 套 “ 当 机 立 
断 ” 的 方法 。 


跟前 面 的 那 两 个 项 目 一 样 ， 这 些 数据 也 十 从 患者 喘 上 收集 来 的 ， 
涉及 大 约 40 种 参数 。 在 我 们 的 例 行 碰头 会 上 ， 我 不 断 地 提出 一 些 具 有 
针对 性 的 问题 ， 尽 可 能 去 确定 这 些 数 据 间 的 相关 性 。 不 过 ， 这 并 非 易 
事 。 谢 尔 击 和 其 他 医生 一 样 ， 他 的 回答 总 是 建立 在 具体 病例 的 基础 
二 ,着 文 下 天“ 


于 是 ， 我 决定 换 一 种 方法 。 我 想 : “既然 他 每 天 都 要 做 出 这 些 决 
定 ， 那 么 他 肯定 有 上 自己 的 一 套 办 法 。 如 果 我 ‘“ 变 成 他 ，， 进 行 换 位 思 


4, GRA E ARNE? 虽然 我 没有 多 少 医 学 知识 ， 但 我 可 以 模仿 他 的 
决策 过 程 ， 了 解 他 使 用 的 那些 方法 ， 然 后 以 此 为 基础 提出 一 些 规 则 。” 


因此 ， 我 提议 我 们 俩 一 起 玩 一 个 游戏 。 谢 尔 盖 收集 了 大 约 270 名 病 
人 的 数据 ， 我 从 中 随机 选取 了 30 人 的 数据 ， 而 把 其 他 数据 放 到 了 一 
边 。 我 拿 厦 这 些 随机 抽取 的 病人 的 病历 ， 让 谢 尔 盖 坐 在 办 公 室 的 男 外 
一 角 ， 向 我 询问 病人 的 情况 ， 我 则 对 照 病历 回答 。 我 这 样 做 的 目的 是 
了 解 他 提问 的 规律 (虽然 我 不 知道 他 提出 这 些 问 题 的 目的 是 什么 ) 
比如 ， 有 了 时候 他 会 提出 不 同 的 问题 ， 或 者 提出 的 问题 相同 ， 但 是 提问 
的 次 序 不 同 。 这 时 ， 我 束 会 打 断 他 :“ 看 上 一 个 病人 时 ， 你 没有 问 这 个 
问题 。 但 是 这 次 ， 你 却 提出 了 这 个 问题 ， 为 什么 ? ” 


By Rim ie: “上 一 个 病人 的 肯 脏 体积 是 那样 的 ， 因 此 可 以 排除 
这 种 可 能 。 但 是 这 个 病人 的 肾脏 体积 是 这 样 的 ， 因 此 很 有 可 能 有 这 个 


问题 。” 


我 把 所 有 这 些 对 话 都 记录 下 来 ， 并 尽 可 能 地 内 化 这 些 信息 。 多 少 
年 过 去 了 ， 我 现在 仍 能 请 晰 地 回忆 起 当时 的 场景 : 谢 尔 凋 坐 在 办 公 宇 
角落 的 椅子 上 ， 一 边 大 口 大 口 地 吸烟 (他 的 烟瘾 很 大 ， 一 边 沉 思 。 
我 感觉 目 己 正在 对 他 的 思维 方式 进行 解构 ， 这 件 事 太 有 意思 了 ， 束 好 
像 把 完整 的 拼图 拆 开 ， 以 确定 哪些 拼图 碎片 非常 关键 。 


谢 尔 蓄 的 回答 为 我 提供 了 有 价值 的 信息 。 他 回答 过 我 提出 的 三 四 
个 问题 之 后 束 可 以 得 出 诊断 结果 ， 我 把 他 的 诊断 结 采 与 他 在 患者 病历 
上 写 下 的 诊断 结果 进行 了 对 比 ， 发 现 两 者 完全 一 致 。 


我 们 束 这 样 测试 了 一 个 又 一 个 病例 。 通 过 提问 ， 我 已 经 掌握 了 他 
的 诊断 规律 ， 也 能 下 诊断 结论 了 。 在 连续 测试 了 6 个 病例 之 后 ， 我 已 经 
能 预测 到 谢 尔 瘟 的 结论 了 。 事 实 上 ， 谢 尔 兽 在 大 多 数 诊断 中 都 采取 了 
一 种 比较 简单 的 法 则 。 


当然 ， 也 有 一 些 病例 不 适用 这 种 法 则 。 不 过 ， 能 迅速 诊断 90% 至 
95% 的 病例 ， 已 经 很 了 不 起 了 。 谢 尔 兰 告 诉 我 ， 在 关于 超声 波 诊断 的 
已 有 文献 中 ， 还 没有 发 现 类 似 的 诊断 准确 率 。 


“游戏 ”结束 后 ， 我 得 出 了 一 个 具体 规则 ， 并 绘制 出 一 幅 决 策 树 形 
图 ( 见 下 页 ) 。 树 形 图 的 每 个 节点 都 有 两 条 线 通 往 其 他 节点 ; 在 第 一 
个 节点 处 ， 医 生根 据 具体 问题 得 到 的 回答 ， 决 定 在 下 一 级 中 的 两 个 市 
点 中 如 何 做 出 选择 。 假 设 第 一 个 问题 询问 的 是 移植 吧 脏 外 周 血 管 阻力 
(PR) 指数 〈 谢 尔 盖 在 他 的 研究 中 提出 的 一 个 参数 ) 。 如 果 该 指数 大 
于 0.79， 束 表示 很 有 可 能 发 生 了 排斥 反应 ， 病 人 需要 立刻 做 和 手术。 在 
这 种 情况 下 ， 我 们 移动 到 右 侧 的 黑色 节点 处 。 如果 该 指数 小 于 0.79， 
我 们 则 去 到 左 侧 节 点 处 ， 提 出 下 一 个 问题 : 肾脏 的 体积 (V) 有 多 
大 ? 依 此 类 推 。 针 对 病人 的 每 项 数据 ， 我 们 在 树 形 图 上 部 形 成 了 一 条 
具体 的 路 径 。 在 经 过 至 多 4 个 步 又 之 后 ， 树 形 图 融会 结束 [目前 ， 剩 下 
的 两 个 参数 ( 即 TP 与 MPI) 有 什么 含义 ， 对 于 我 们 来 说 并 不 重要 ]。 如 
图 所 示 ， 末 端的 节点 表示 最 后 的 结论 ， 黑色 市 点 表示 “需要 做 手术 ”， 
日 色 节 后 表示 “无 须 做 手术 ”。 


我 把 前 面 放 到 一 旁 的 约 240 个 病例 拿 过 来 ， 用 这 个 方法 进行 测试 。 
结果 表明 ， 一 致 性 程度 很 高 ， 约 有 95% 的 病例 都 得 到 了 准确 的 诊断 结 
果 。 


这 套 算 法 用 非常 简单 的 语言 ， 描 述 了 医生 在 做 诊断 时 考虑 的 一 些 
要 点 ， 揭 示 出 朱 述 病人 情况 的 哪些 参数 与 诊断 结 有 末 之 间 有 最 密切 的 天 
系 。 树 形 图 把 最 初 的 约 40 个 备 选 参数 缩减 到 4 个 。 例 如 ， 谢 尔 瘟 提 出 的 
外 周 血 管 阻力 指数 可 以 反映 血液 流 过 崩 脏 的 情况 ， 其 重要 性 在 这 套 算 
法 中 得 到 了 充分 的 体现 。 该 参数 在 医生 做 出 决策 的 过 程 中 能 起 到 十 分 
重要 的 作用 ， 其 本 吴 束 是 一 个 重要 发 现 ， 也 是 该 领域 需要 进一步 研究 
的 一 项 重要 内 容 。 其 他 医生 在 诊断 时 也 可 以 应 用 这 套 算 法 ， 他 们 还 可 
以 进行 测试 ， 甚 至 做 出 细微 的 调整 ， 使 整套 算法 发 挥 更 大 的 效用 。 
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我 们 写 了 一 篇 论文 介绍 这 套 算法 ， 谢 尔 盖 也 以 此 为 基础 完成 了 他 
的 博 十 论文。 随后， 我 们 申请 了 专利 ， 一 年 之 后 ， 专 利 申请 获得 了 批 
准 。 


在 接受 雅 科 夫 指导 的 过 程 中 ， 我 们 俩 的 关系 十 分 融洽 。 不 过 ,我 
在 数学 上 的 “其 他 ”活动 (与 富 克 斯 及 费 金 的 合作 ) 从 来 没有 告诉 过 其 
他 人 ， 就 连 对 雅 科 夫 我 也 一 直 守 口 如 瓶 。 应 用 数学 好 像 我 的 “合法 雪 
子 ”， 而 理论 数学 则 是 我 的 “地 下 情人 ”。 


距 在 我 为 找 工作 一 事 一 筹 莫 展 时 ， 雅 科 夫 告诉 我 ， 他 在 石油 天 然 
气 学 院 领 导 的 那个 实验 室 愿 意 接收 我 担任 助理 人 研究员， 而 且 一 年 后 我 
束 可 以 攻读 博士 学 位 。 如 果 接 受 这 份 工作 ， 在 可 以 预见 的 将 来 ， 我 的 
忠 业 前 景 将 会 一 厂 光 明 。 他 的 这 个 建议 似乎 非常 请 人 ， 但 我 还 是 会 过 
到 大 量 障碍 。 我 的 父亲 在 我 申请 报考 石油 天 然 气 学院 之 前 曾 实地 考察 
过 ， 他 当时 束 对 这 类 阻碍 有 所 察觉 。 


当然 ， 雅 科 夫 也 清楚 这 个 情况 。 他 在 石油 天 然 气 学 院 工 作 了 几 十 
年 ， 对 这 里 的 一 切 都 了 如 指 掌 。 他 自己 能 在 这 里 束 职 ， 是 因为 维 庄 格 
拉 多 夫 (Vinogradov) 院 长 亲自 出 面 邀 请 他 ， 雅 科 夫 对 院 长 也 十 分 尊 
重 。 


我 的 工作 问题 无 须 维 诺 格拉 多 夫 院 长 亲自 定夺 ， 而 是 会 交 由 学 校 
的 中 层 领导 处 理 。 只 要 申请 人 的 姓氏 中 有 犹太 裔 的 痕迹 ， 这 帮 家 伙 肯 
定 不 会 给 他 任何 机 会 。 但 是 雅 科 夫 熟 悉 这 一 套 流 程 ， 知 道 该 如 何 应 
对 。 我 在 石油 天 然 气 学 院 的 最 后 一 学 期 开始 之 后 ， 留 给 我 找 工作 的 时 
间 已 经 不 多 了 。 雅 科 夫 打印 了 一 份 任命 书 ， 放 到 公文 包 里 随身 携带 。 
只 有 有 机 会 同 维 诺 格拉 多 夫 院 长 见面 ， 雅 科 夫 就 会 递交 这 份 任命 书 给 
院 长 。 

这 样 的 机 会 很 快 就 来 了 。 有 一 天 ， 当 雅 科 夫 走 进 学 校 大 门 时 ， 正 
好 碰 到 了 维 诺 格拉 多 夫 院 长 。 维 诺 格拉 多 夫 院 长 很 高 兴 地 跟 他 打 招 
Ie: HBL, ESE? » 


“ARATE TE ° ORERL RAK A Hh 〈 看 来 ， 他 的 表演 天 赋 很 不 
a) 。 


“怎么 qe ” 


“我 们 的 研究 一 直 进 行 得 很 顺利 ， 取 得 了 一 些 成 采 。 但 是 ， 现 在 却 
遇 到 了 麻烦 ， 缺 少 人 手 。 我 指导 的 一 个 学 生 相 当 优秀 ， 今 年 加 要 毕业 
了 ， 可 我 没有 办 法 招收 他 。” 


我 觉得 ， 维 诡 格 拉 多 夫 院 长 肯定 是 想 在 雅 科 夫 面 前 展示 目 己 的 权 
威 〈 这 正中 雅 科 夫 的 下 怀 ) ， 他 对 雅 科 夫 说 :“ 别 着 急 ， 这 件 事 我 来 处 
理 。” 


于 是 ， 雅 科 夫 赶紧 把 任命 书 交 给 了 他 ， 维 庄 格 拉 多 夫 院 长 也 接 过 
ZI. ° 


TAS, CREA EAB EB IAEA le AGRI SZ, 
要 经 由 12 个 人 签字 ， 其 中 有 些 人 肯定 会 万 般 阻 扣 ， 让 它 无 疾 而 终 。 但 
古 ， 现 在 维 诺 格 拉 多 夫 已 经 签 过 字 了 ， 他 们 还 能 怎么 样 呢 ?他 是 学 校 
的 最 高 领导 ， 他 们 不 可 能 违背 他 的 意愿 。 他 们 虽然 对 这 件 事 咬牙 切 
齿 ， 但 最 终 也 只 能 服从 ， 于 和 弄 地 签字 。 我 真 的 很 想 看 看 ， 当 他 们 看 到 
任命 书 上 的 维族 格拉 多 夫 院 长 的 签名 时 ， 其 表情 征 什 么 样子 的 ! 雅 科 
夫 抠 借 他 的 聪明 才智 ， 成 功 地 帮 我 找到 了 工作 。 


第 13 全 
来 自 哈 佛 大 学 校长 的 邀请 


1989 年 3 月 ， 就 在 我 承受 着 巨大 的 就 业 压 力 ， 感 到 前 途 一 片 池 茫 之 
时 ， 我 收 到 了 一 封 来 目 美国 的 信 ， 人 信封 上 印 着 “哈佛 大 学 ” 几 个 字 。 


RAW BETES: 
PE TEAAE AAT , Bc a HH a RF 19895F FRIGATE K 
学 ， 领 取 哈 佛 大 学 为 你 提供 的 学 业 优良 奖学金 。 
你 的 朋友 ， 
哈佛 大 学 校长 
德里 克 : 博 克 (Derek Bok) 


我 之 前 虽然 听 说 过 哈佛 大 学 ， 但 是 当时 我 并 不 清楚 哈佛 大 学 在 全 
球 学 术 界 的 重要 地 位 。 收 到 去 美国 领取 奖学金 的 邀请 似乎 是 一 个 了 不 
起 的 条 誉 ， 更 何况 给 我 写 屠 请 信 的 还 是 哈佛 大 学 校长 本 人 ! 尽管 我 还 
没有 拿 到 本 科学 位 〈 当 时， 我 在 石油 天 然 气 学 院 就 读 的 最 后 一 个 学 期 
还 没有 结束 ) ， 但 是 他 竟然 称呼 我 为 “博士 ”。 


这 是 怎么 一 回 事 呢 ?原来 ， 我 与 伯 亚 合作 完成 的 研究 成 果 在 学 术 
圈 引 起 了 反 啊 。 我 们 合 写 的 第 一 篇 小 论文 已 经 发 表 ， 并 且 即 将 完成 另 
外 三 篇 更 长 的 论文 (全 部 用 英语 写作 ) 。 从 瑞典 来 到 莫斯科 访问 的 物 
理学 家 拉 尔 斯 布 林 克 (Lars Brink) 正在 编著 一 部 论文 集 ， 他 和 希望 收录 
这 三 篇 论文 中 的 一 篇 。 我 们 向 他 提交 了 论文 ， 并 要 求 他 再 复印 20 份 左 
右 ， 分 送 给 我 们 觉得 有 可 能 对 此 感 兴趣 的 外 国 数学 家 和 物理 学 家 。 我 
到 莫斯科 自然 科学 图 书馆 里 查阅 他 们 发 表 的 论文 ， 找 到 他 们 的 联系 地 
址 ， 然 后 汇总 成 一 个 名 单 ， 交 给 了 拉 尔 斯 。 拉 尔 斯 非常 热心 ， 他 知道 
我 们 自己 完成 这 项 工作 的 难度 很 大 ， 便 答应 帮助 我 们 把 论文 分 送 给 这 
些 数 学 家 和 物理 学 家 。 那 篇 论文 后 来 有 了 很 大 的 知名 度 ， 其 中 一 个 原 
因 残 在 于 它 在 量子 物理 方面 的 应 用 。 


尽管 互联 网 的 流行 是 在 那 之 后 几 年 的 事 ， 但 和 是 当时 科学 文献 的 传 
播 系统 已 经 很 高 效 了 : 论文 作者 在 正式 发 表 论 文 之 前 ， 会 把 论文 打印 
出 来 〈 即 所 谓 的 “ 预 印 本 ”) ， 然 后 四 处 散发 。 人 们 在 收 到 论文 后 ， 又 
会 复印 论文 ， 进 一 步 散发 至 他 们 的 同事 那里 ， 同 时 也 会 送 到 大 学 的 图 
书馆 。 收 到 我 们 这 篇 论文 的 那 20 个 人 中 ， 肯 定 也 有 人 这 样 做 了 。 


与 此 同时 ， 苏 联 正在 发 生 一 些 改变 ， 政 府 对 人 们 出 国 的 限制 放宽 


了 


有 好 几 个 人 获准 出 国 ， 其 中 包括 盖 尔 范 德 。 还 有 一 位 才华 横 洪 的 
年 轻 数 学 家 也 去 了 美国 ， 他 叫 院 沙 . 贝 林 森 (Sasha Beilinson) ， 是 伯 
亚 的 一 个 朋友 。 他 去 美国 是 为 了 见 他 以 前 的 合作 伙伴 约瑟夫 : 伯 恩 斯 坦 

(Joseph Bernstein) ， 伯 恩 斯 坦 于 几 年 前 移民 美国 ， 在 哈佛 大 学 任 
教 。 


西方 国家 的 一 些 科 学 家 也 发 现 了 这 一 变化 ， 他 们 借 此 机 会 回 苏 联 
的 学 者 们 发 出 了 邀请 ， 阿 瑟 : 术 辈 (Arthur Jaffe) 就 是 其 中 一 位 。 杰 斐 
是 一 位 著名 的 数学 物理 学 家 ， 时 任 哈佛 大 学 数学 系 系 主任 。 他 决定 创 
设 一 个 访问 学 者 的 职位 ， 以 便 从 苏联 数学 界 招 所 一 些 有 才华 的 年 轻 
人 。1988 年 秋季 ， 兰 尔 范 德 到 哈佛 大 学 访问 。 他 获得 过 哈佛 的 采 誉 学 
位 ， 与 哈佛 大 学 校长 德里 克 ' 博 元 有 私交 ， 因 此 态 斐 请 他 帮 忙 说 服 校 
长 ， 为 这 个 项 目 提 供 资金 支持 [ 兰 顿 : 克 雷 (Landon Clay) 也 提供 了 部 
分 质 金 ， 后 来 还 创建 了 区 雷 数学 研究 所 ] 。 


杰 斐 把 这 个 项 目 称 作 “ 哈 佛 大 学 学 业 优 民 奖 学 金 *。 在 项 目 启动 之 
后 ， 杰 右面 临 如 何 杜 选 学 着 的 问题 ， 为 此 他 征求 了 多 位 数学 家 的 意 
见 。 其 中 肯定 有 好 几 位 数学 家 (包括 贝 林 森 ) 提 到 了 我 ， 于 是 在 第 一 
批 的 4 个 获奖 人 选中 ， 我 占有 一 席 。 


在 博克 校长 给 我 发 出 邀请 信 后 不 入 ， 态 裴 本 人 又 给 我 写 了 一 封 长 
信 ， 问 我 详细 地 介绍 哈佛 大 学 关于 访问 学 者 的 相关 规定 。 我 需要 在 哈 


佛 待 上 三 到 五 个 月 的 时 间 ， 号 份 生 客座 教授 ， 除 了 偶尔 上 几 次 课 介绍 
我 的 研究 之 外 ， 不 需要 完成 其 他 正式 工作 。 哈 佛 大 学 负担 我 的 差 旅 
REARS ETN, SRE, RAPD ARERR PRD ° 
幸运 的 是 ， 我 的 签证 不 到 一 个 月 束 办 下 来 了 ， 这 让 我 大 吃 一 尺 。 


fa, BoE aU, Rae Pa BARA, 一直 竺 到 次 
IAI ° (Be, RIREEM EARS TSA, MeN E ROR AT 
间 。 为 什么 ? 这 是 因为 我 并 不 打算 移民 美国 ， 而 是 准备 回国 。 雅 科 夫 
费 尽 了 心思 ， 才 为 我 在 石油 天 然 气 学院 争 取 到 这 份 工作 ， 我 却 要 请 假 
出 国 ， 对 此 我 不 免 感 到 愧 次 。 


在 我 拿 下 离 境 签证 之 后 ， 喻 佛 之 旅 腿 看 束 要 成 行 。 此 时 ， 我 必须 
癌 雅 科 夫 坦 日 我 的 “课外 活动 "包括 私下 里 与 费 金 合作 进行 的 数学 研 
穹 ， 以 及 哈佛 的 邀请 。 不 出 我 的 预料 ， 他 采 然 非常 吃 恢 。 他 一 直 以 为 
我 在 全 心 全 意 地 和 他 合作 ， 并 把 我 的 所 有 精力 都 投入 到 那些 医学 项 目 
上 了 。 因 此 ， 他 对 我 要 去 美国 的 第 一 反应 并 不 是 很 积极 。 


“你 去 了 哈佛 大 学 ， 那 实验 室 的 活 儿 谁 干 啊 ? ”他 问 。 

他 的 妻子 塔 马 蕾 对 我 非常 好 ， 每 次 去 他 们 家 ,她 都 对 我 非常 热 
情 。 这 时 候 ， 她 站 出 来 为 我 解围 : “ 雅 夏 ， 你 的 话 很 没有 道理 。 这 个 孩 
子 受到 哈佛 大 学 的 邀请 ， 这 征 多 大 的 采 誉 啊 ! 他 应 该 去 ， 等 他 回来 ， 
他 肯定 会 继续 帮 你 干 活 。” 


于 是 ， 雅 科 夫 很 不 情愿 地 答应 了 。 


夏天 很 快 就 过 去 了 。1989 年 9 月 15 日 ， 我 该 离开 苏联 前 往 哈 佛 大 学 
了 。 我 从 莫斯科 飞 到 纽约 的 约 朝 :肯尼迪 国际 机 场 ， 然 后 转机 前 往 波 士 
顿 。 杰 韭 自 己 有 事 走 不 开 ， 但 是 他 安排 了 一 名 人 研究 生前 来 接 机 。 他 带 
着 我 来 到 数学 系 为 我 租 好 的 公寓 ， 这 是 一 套 两 届 室 的 房子 。 与 我 合 住 
AE HAL Se 4 E22 (Nicolai Reshetikhin) 也 是 一 个 奖学金 获得 者 ， 他 


比 我 晚 到 了 几 天 。 公 寓所 在 的 “植物 园 ” 公 寓 小 区 是 哈佛 大 学 的 产业 ， 
步行 到 哈佛 园 «(Harvard Yard) 用 不 了 10 分 钟 时 间 。 一 切 看 上 去 都 是 那 
么 新 奇 ， 这 让 我 无 比 兴 


我 到 达 公 寓 时 已 经 是 深夜 了 。 因 为 时 差 问 题 ， 我 筋疲力尽 ， 倒 头 
吕 睡 。 第 二 天 ， 我 去 附近 的 农贸 市 场 天 了 点 儿 来 。 等 回 到 公寓 做 色拉 
时 ， 我 发 现 目 己 迄 了 严 盐 。 公 寓 里 一 点 儿 盐 都 没有 ， 我 只 好 吃 没 放 盐 
的 色拉 。 


刚 号 完 ， 门 ] 铃 中 了 。 站 在 门 外 的 是 阿 瑟 . 术 裴 ， 他 准备 开车 市 我 到 
处 转 转 。 哈 佛 大 学 数学 系 的 主任 亲 目 开车 ， 载 着 一 个 21 图 的 大 男孩 在 
城 里 兜 风 ， 这 样 的 事 想 想 都 觉得 不 可 思议 ! 坐 在 车 上 ， 我 沿途 看 到 了 
哈佛 园 、 查 尔 斯 河 、 美 丽 的 教堂 以 及 波士顿 市 区 的 摩天 大 厦 。 天 气 非 
常 不 错 ， 这 个 城市 给 我 留 下 了 非常 深刻 的 印象 。 


我 们 驱车 逛 了 两 个 半 小 时 。 在 回来 的 路 上 ， 我 告诉 阿 瑟 我 得 去 买 
盐 。 他 说 :“ 好 的 ， 我 带 你 去 附近 的 超市 。” 


他 把 我 带 到 流 特 购物 广场 上 的 明星 超市 ， 并 且 竺 在 车 里 等 我 。 


那 是 我 第 一 次 去 超市 ， 超 市 里 琳 环 满目 的 商品 让 我 眼 化 绕 乱 。 当 
时 ， 苏 联 食品 匮乏 。 在 我 的 家 乡 科 勒 姆 纳 市 ， 我 们 只 能 买 到 面包 、 牛 
奶 和 土豆 等 第 见 食 品 。 要 买 其 他 食品 ， 殊 得 去 莫斯科 。 即 使 在 莫 斯 
科 ， 和 人们 也 只 能 买 到 一 些 品 质 不 高 的 摩 泰 台 拉 香 肚 和 奶 酷 。 我 每 个 周 
末 从 莫斯科 回 家 时 ， 都 会 给 父母 带 一 些 食品 。 SB PHP GPa EE 
样 演 多 的 食品 时 ， 我 简 直 不 敢 相 信 目 己 的 眼睛 。 


“商品 这 么 多 ， 我 该 怎么 找 啊 ? ”我 有 点 儿 换 不 着 头绪 。 我 沿 着 货 
架 ， 一 排 排 往 下 找 ， 可 就 是 找 不 到 起。 现在 想 想 ， 肯 定 是 因为 超市 的 
商品 太 丰 富 ， 以 至 于 我 眼花 综 乱 ， 否 则 我 怎么 可 能 看 不 到 货架 上 方 的 
标识 呢 ? 我 问 超市 的 工作 人 员 : “食盐 在 哪里 ? ”可 是 他 的 回答 我 根本 


听 不 懂 。 我 的 英语 水 平 足 以 上 好 数学 课 ， 但 我 缺乏 日 常 交 流 的 经 验 。 
那 位 工作 人 员 的 话 义 带 有 浓 浓 的 波士顿 口音 ， 比 较 难 懂 。 

明星 超市 吏 像 一 个 大 迷宫 ， 我 完全 搞 不 请 方向 。 半 个 小 时 过 去 
了 ， 我 都 快 疯 了 。 终 于 ， 我 找到 一 包 加 萄 的 食盐 。“ 太 好 了 ， ”我 
想 , “我 得 赶紧 出 去 。” 我 付 完 款 ， 走 出 了 超市 。 阿 瑟 一 直 在 等 我 ， 他 
肯定 很 奇怪 : 已 经 过 去 40 分 钟 了 ， 这 个 孩子 到 属 在 超市 里 干什么 啊 ? 


“美国 的 商品 实在 太 丰 定 ， 让 我 尝 头 园 同 。” 我 想 。 
忠 这 样 ， 我 慢 慢 地 开始 适应 美国 的 生活 。 
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奖学金 的 其 余 两 位 得 主 是 在 那 年 秋天 到 达 哈 佛 大 学 的 。 一 个 是 与 
我 住 一 套 公 寓 的 尼 古 拉 : 莱 希 廷 注 〈 他 比 我 晚 到 一 周 ) ， 另 一 个 是 鲍 里 
斯 :- 齐 风 I (Boris Tsygan) (3 °。 HET ARLE A108 , APE TACES 
题 讨论 会 。 我 知道 他 们 的 研究 领域 ,但 是 没 和 他 们 见 过 面 。 第 一 个 学 
期 ， 我 们 融 建 立 了 友谊 ， 成 为 彼此 生活 中 的 朋友 。 


很 多 人 都 把 尼 古 拉 叫 作 柯 里 亚 ， 他 来 目 圣 彼得 堡 ， 与 他 人 合作 提 
出 了 量子 群 理论 ， 因 此 颇具 名 气 。 量 子 群 是 普通 群 的 推广 ， 更 准确 地 
说 ， 是 李 群 的 某 种 变形 一 量子 群 是 李 群 在 多 个 数学 及 物理 领域 中 普 
通 存 在 的 一 种 形式 。 例 如 ， 柯 里 亚 和 另 一 位 数学 家 弗 拉 基 米 尔 .图 拉 耶 
夫 (Vladimir Turaev) 合作 ， 利 用 量子 群 建立 了 “ 纽 结 不 变 


量 ” (invariant of knots) 和 三 维 流 形 。 


伯 亚 : 齐 由 ( 即 鲍 里 斯 : 齐 风 ) 来 自 马 克 兰 的 基辅 市 ， 与 我 的 老师 鲍 
里 斯 : 费 金 有 过 多 年 的 合作 。 他 在 大 学 刚 毕 业 时 或 有 了 一 个 重要 发 现 ， 
在 “ 韭 交 换 几 何 ” (non-communicative geometry) 领域 取得 了 重大 突 
破 。 跟 其 他 犹太 裔 数学 专业 毕业 生 一 样 ， 他 也 被 剥 夺 了 就 读 人 研究 生 院 


的 权利 。 大 学 毕业 后 ， 他 进入 了 基辅 的 一 家 重型 机 械 厂 ， 整 天 与 喧 半 
的 机 械 打交道 。 束 是 在 这 样 一 个 远 非 理想 的 环境 中 ， 他 做 出 了 那个 重 
要 发 现 。 


和 人们 往往 以 为 ,我们 在 研究 数学 问题 时 ， 都 身 处 索然 无 味 的 环境 
中 。 大 家 在 一 间 人 简陋 的 办 公 室 里 围 坐 在 一 起 ， 要 么 盯 着 电脑 显示 屏 ， 
要 么 双眼 无 神 地 望 厦 天 伦 板 。 其 实 ， 有 些 非 常 重要 的 想法 稍 会 突然 闯 
进 我 们 的 大 脑 ， 有 了 时候 甚至 是 在 工厂 的 喔 器 声 中 。 
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漫步 在 哈佛 园 的 草地 上 ， 那 些 老 式 建筑 风格 的 夸 瓦 房屋 映 入 我 的 
有 眼帘， 还 有 雕像 以 及 古老 教 坚 的 尖顶 。 我 眼前 的 这 一 切 无 不 彩 显 着 哈 
佛 园 遗 世 独立 的 气质 ， 那 种 对 知识 的 沁 求 与 永 不 俘 妃 的 探索 精神 ， 成 
束 了 哈佛 大 学 长 人 以 来 的 优 展 传统。 


哈佛 大 学 数学 系 所 在 的 “科学 中 心 ”是 一 盎 具 有 现代 风格 的 建筑 ， 
它 束 坐落 在 哈佛 园 外 面 。 从 外 观 来 看 ， 它 仿佛 是 一 艘 外 星人 的 太空 飞 
山 ， 在 降落 到 马 院 诸 塞 州 的 剑桥 市 之 后 ， 发 现 这 个 地 方 是 如 此 美丽 ， 
便 再 也 不 愿意 离开 了 “。 数 学 系 位 于 这 栋 建 筑 的 三 层 ， 办 公 室 公共 区 域 
的 设备 齐全 ， 有 咖啡 机 、 舒 适 的 沙发 ， 有 精心 设计 的 数学 图 书馆 ， 甚 
至 还 授 放 了 一 张磊 乓 球 保 。 办 公 氛 围 十 分 温 亏 ， 给 人 一 种 家 的 感觉 ， 
即使 到 了 半夜 ， 这 里 也 人 头 失 动 。 有 的 人 在 刻 百 钻研 ， 有 的 人 在 认真 
阅读 ， 有 的 人 在 走廊 里 焦躁 不 安 地 走 来 走 去 ， 有 的 人 在 热火 朝天 地 交 
谈 ， 还 有 的 人 倒 在 沙发 上 小 怠 。 在 这 样 的 环境 下 ， 人 们 似乎 可 以 一 直 
RA (有 的 人 似乎 从 未 离开 过 ) 。 


与 其 他 学 院 相 比 ， 数 学 系 人 数 不 多 ， 只 有 不 超过 15 名 全 职 老师 ， 
还 有 10 名 左右 的 博士 后 承担 本 科 三 个 年 级 的 教学 任务 。 我 到 数学 系 的 
时 候 ， 一 些 当 时 最 知名 的 数学 家 正在 该 系 任教 ， 包 括 约 瑟 夫 . 伯 恩 斯 
坦 、 拉 马尔 ' 博 特 (Raoul Bott) 、 迪 克 . 格 鲁 斯 (Dick Gross) 、 广 中 平 


佑 (Heisuke Hironaka) 、 戴 维 : 卡 自 丹 (David Kazhdan) 、 巴 里 . 马 左 
尔 (Barry Mazur) 、 约 翰 : 泰 特 (John Tate) 和 丘成桐 。 能 结识 这 些 数 
学 家 并 回 他 们 讨教 ， 的 确 是 我 一 生 中 难得 的 机 遇 。 至 今 我 还 常常 回味 
拉 马 尔 ' 博 特 留 给 我 的 美好 回忆 。 拉 马尔 : 博 特 是 一 个 极 具 魅 力 的 大 个 子 
数学 家 ， 当 时 已 经 快 70 安 了 。 他 头发 人 花白， 对 人 非常 友善 。 有 一 次 ， 
{exe JB LE RAEI, AER: “MAF, BOE AE 
Mal?» 
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人 们 对 每 我 们 三 个 俄罗斯 人 一 一 我 、 柯 里 亚 和 伯 亚 一 一 都 比较 热 
情 。 尽 管 在 随后 几 年 里 ,俄罗斯 的 科研 人 员 蜂 拥 而 至 ， 进 入 美国 的 各 
所 大 学 ,但 古 在 当时 ， 苏 联 访 美的 学 者 还 是 十 分 稀少 的 。 在 剑桥 市 生 
活 了 一 周 左 右 的 时 间 后 ， 我 觉得 目 己 已 融入 了 当地 的 生活 。 在 我 服 
里 , 一切 都 很 目 然 ， 充满 级 引力 。 我 天 了 最 具 嫌 皮 士 风格 的 牛仔 链 ， 
MARES 〈 别 乐 了 ， 这 可 是 1989 年 ) 。 我 经 常 戴 着 耳机 ， 一 边 
在 城 里 人 散步， 一边 听 着 优美 的 音乐 。 在 卫生 人 了 眼中， 我 区 是 一 名 普 普 
通通 的 21 风 学生。 我 的 英语 口语 还 有 待 提高 ， 我 每 天 都 会 买 一 份 《 纽 
约 时 报 》， 借 助 字典 ， 至 少 阅读 一 个 小 时 (后 来 我 才 发 现 ， 当 时 辛 六 
理 若 和 弄 明白 的 英语 单词 ， 原 来 有 很 多 都 是 生僻 词 ) 。 我 还 经 常 在 深夜 
收看 电视 节目 。 


我 最 爱 看 的 是 戴 维 :莱特 曼 (David Letterman) 的 脱口 秀 节 目 ( 当 
时 在 美国 全 国 广 播 公 司 电视 台 播 映 ， 半 夜 12 点 35 分 开始 ) 。 当 我 第 一 
次 收看 时 ， 我 一 句 话 也 听 不 懂 。 但 我 却 沉 得 这 个 节目 适合 我 ， 如 果 我 
能 听 懂 主持 人 讲 的 话 ， 我 一 定 会 喜欢 上 这 个 和 目 。 因 此 ， 我 的 劲头 更 
足 了 。 我 坚持 每 晚 收看 这 个 和 节目， 几乎 达到 偏执 的 地 步 。 慢 慢 地 ， 我 
瓯 能 听 懂 节目 中 的 笑话 、 情 境 和 涉及 的 背景 知识 了 。 我 把 握 住 点 点 滴 
滴 的 学 习 机 会 ， 如 饥 似 渴 地 了 人 解 美国 流行 文化 。 有 时 我 不 得 不 早 睡 ， 


我 就 会 把 这 个 节目 录制 下 来 ， 等 第 二 天 起 床 后 边 吃 早饭 边 看 。 对 于 我 
Rit, FRSA A CARR BULA BY BR To 
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尽管 不 需要 完成 任何 正式 工作 ， 我 们 4 个 获得 奖学金 的 人 还 是 每 天 
都 会 来 到 数学 系 ， 人 研究 目 己 的 课题 ， 与 其 他 人 交流 ， 参 加 名 目 楷 多 的 
专题 研讨 活动 。 与 我 交谈 最 多 的 是 约瑟夫 : 伯 因 斯坦 和 戴 维 : 卡 目 丹 两 位 
教授 ， 他 们 都 是 俄罗斯 家 。 这 两 位 了 不 起 的 数学 家 都 曾 师 从 盖 尔 范 
德 ， 彼 此 关系 融洽 ， 但 是 脾 性 却 大 相 径 星 。 


约瑟夫 议 黑 寡言， 十 分 谦逊 。 当 你 同 他 提问 时 ， 他 总 是 静 静 地 倾 
听 ， 然 后 不 爸 不 忙 地 思考 一 番 。 他 经 常会 说 他 也 不 太 清 楚 该 如 何 解 
答 ， 但 还 是 会 告诉 你 他 的 想法 。 他 的 解答 思路 清晰 ， 直 指 核心 。 尽 管 
他 很 谦虚 ， 但 是 经 过 他 的 解答 ， 答 案 肖 前 呼之欲出 。 通 过 与 他 交流 你 
会 发 现 ， 你 不 一 定 非得 是 个 天 才 才能 做 到 融会 贯通 。 对 于 在 数学 领域 
有 远大 抱负 的 年 轻 人 来 说 ， 这 种 感觉 太 棒 了 ! 


戴 维 则 跟 约 登 夫 完 全 不 同 。 他 充满 活力 ， 才 思 敏 捷 ， 头 脑 容 智 。 
(has A CAGE AST, Boeri eee, ANA re 
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讨 会 时 ， 如 林 他 认为 发 言 人 解释 得 不 够 透彻 ， 他 融会 径直 走 到 黑板 
前 ， 寺 过 发 言 人 手中 的 粉笔 ， 越 姐 代 让 进行 讲解 。 当 然 ， 这 是 他 对 发 
言 人 所 讲 内 容 感 兴趣 时 的 反应 。 如 采 他 并 不 感 兴趣 ， 他 吏 会 坐 在 那儿 
打 师 儿 。 他 的 确 非 常 博学 ， 当 有 人 间 他 问题 时 ， 他 几乎 不 会 说 “我 不 知 
道 ”。 多 年 来 ， 我 与 他 进行 了 多 次 交流 ， 也 从 他 号 上 学 到 了 很 多 知识 。 
后 来 ， 我 与 他 合作 完成 了 一 个 项 目 ， 并 取得 了 令 人 满意 的 成 绩 。 

我 来 到 哈佛 大 学 后 第 二 周 的 一 次 贸 逅 也 对 我 产生 了 深远 的 影响 。 
在 剑桥 市 哈佛 大 学 附近 还 有 男 外 一 所 学 校 ， 它 的 名 望 不 及 哈佛 大 学 ， 
人 们 通常 把 该 校 的 校 名 缩写 成 MIT。 (当然 ， 我 是 在 开玩笑 ! ) 哈佛 


大 学 与 麻 省 理工 学 院 之 间 在 某 些 方面 存在 竞争 ， 但 是 两 校 数学 系 的 人 
却 区 从 甚 密 。 老 师 们 经 党 在 对 方 学 校 担任 学 生 的 导师 ， 两 校 的 学 生 也 
经 常 跑 到 对 方 学 校 听课 。 


伯 亚 : 费 金 的 朋友 和 合作 伙伴 防 沙 : 贝 林 森 ， 被 磋 省 理工 学 院 聘 为 教 
授 ， 我 当时 在 那里 听 他 的 课 。 第 一 次 上 课时 ， 一 位 40 多 风 的 英俊 的 中 
oe AA ej ECR Se LAR i Ee BAe ath: “Be AEs 
尝 。” 哇 ! jC aie te HB PE CS LEER TS AIS? 他 的 
研究 成 采 ， 我 已 经 学 习 了 好 儿 年 的 时 间 了 | 


下 课 后 ， 有 人 介绍 我 们 认识 。 维 克 多 热情 地 和 我 打招呼 ， 还 说 他 
很 想 进一步 了 解 我 的 研究 成 采 。 他 甚至 邀请 我 到 他 主持 的 每 周一 次 的 
专题 研讨 会 上 发 言 ， 当 时 我 激动 得 不 能 日 已。 之后， 连续 三 个 周 五 ， 
我 在 他 的 专题 研讨 会 上 做 了 三 次 报告 。 那 我 第 一 次 用 英语 在 专题 研 
讨 会 上 发 言 ， 我 觉得 效果 相当 好 : 出 席 的 人 很 多 ， 大 家 都 很 感 兴趣 ， 
提问 环节 也 很 热烈 。 


维 克 多 对 我 磊 为 照顾 。 我 经 常 跑 到 麻 省 理工 学 院 ， 在 他 的 那 间 宽 
敞 的 办 公 室 里 与 他 一 起 讨论 数学 问题 。 他 经 常 邀 请 我 去 他 家 吃 晚 瞩 ， 
我 们 还 合作 完成 了 好 几 个 课题 。 
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在 我 来 到 哈佛 大 学 大 约 一 个 月 之 后 ， 伯 亚 费 金 也 到 了 剑桥 市 。 院 
沙 ' 贝 林 和 森 给 他 发 了 邀请 信 ， 邀 请 他 来 及 省 理工 学 院 访 学 两 个 月 。 伯 亚 
征 我 的 民 师 益友 ， 他 能 来 记 桥 市 ， 我 非 钊 高 兴 。 而 且 ， 我 们 还 有 几 个 
数学 合作 项 目 没有 完成 ， 正 好 可 以 利用 这 个 机 会 向 前 推进 。 但 我 当时 
并 不 知道 ， 他 的 到 访 导致 我 的 生活 陷入 一 片 混乱 。 


通 往 西 方 国家 的 大 门 打开 了 ， 从 事 数学 研究 的 人 可 以 目 由 地 去 美 
国 等 国家 的 大 学 访 学 了 。 这 个 消息 在 莫斯科 的 数学 界 迅速 传 开 ， 很 多 


人 决定 抓 住 这 个 机 会 ， 移 民 并 定居 美国 。 他 们 开始 同 美国 各 所 大 学 提 
交 申 请 信 ， 给 已 经 去 了 美国 的 同事 打 电 话 ， 请 他 们 帮忙 找 工作 。 由 于 
大 家 都 不 清楚 这 种 “开放 ”政策 会 持续 多 久 (大 多 数 人 预计 ， 几 个 月 之 
后 边境 将 会 再 次 关闭 ) ， 因 此 整个 莫斯科 都 非常 浮躁 ， 人 们 在 聊天 时 
常会 讨论 同一 个 问题 “有 什么 好 办 法 可 以 出 国 吗 ? ” 


出 现 这 样 的 情况 是 必然 的 。 在 苏联 ， 许 多 学 者 都 要 面 对 反 犹太 主 
义 的 干扰 和 阻挠 。 学 术 界 没有 他 们 的 立足 之 地 ， 他 们 只 能 在 私下 里 从 
事 数 学 人 研究。 而 且 ， 尽 管 苏 联 数 学 界 有 很 强 的 实力 ， 但 是 ， 他 们 缺乏 
对 外 交流 的 机 会 。 西 方 国家 却 可 以 为 他 们 提供 职业 发 展 民 机 。 


伯 亚 : 费 金 一 到 美国 ， 束 祥 沉 到 “苏联 人 才 流 失 ” 的 浪潮 正 漠 涌 而 
来 ， 势 不 可 当 。 苏 联 的 经 济 已 经 开始 朋 涡 ， 全 国 各 地 食品 匮乏 ， 政 治 
形势 也 越 来 越 不 稳定 。 而 在 美国 ， 人 们 的 生活 水 平 远 远 高 于 苏联 ， 各 
种 商品 都 很 充足 ， 学 术 界 也 是 一 派 和 谐 融 洽 的 氛围 。 两 国之 间 的 反差 
十 分 明显 ， 在 亲 映 体验 了 美国 的 舒适 生活 之 后 ， 又 有 什么 理由 说 服 他 
们 再 回 到 苏联 呢 ? 顶尖 数学 家 (实际 上 ， 是 有 人 能力 找 到 工作 的 所 有 
人 ) 大 量 外 流 的 势头 似乎 已 经 无 法 遏制 ， 而 且 一 触 即 发 。 


不 过 ， 尽 管 伯 亚 终 其 一 生 都 在 与 反 犹 太 主 义 不 屈 不 挠 地 做 斗争 ， 
但 他 仍然 一 心 想 要 回 到 莫斯科 。1969 年 ， 他 被 录取 成 为 莫斯科 大 学 的 
本 科 生 〈 在 他 报考 的 那 一 年 ， 莫 斯 科大 学 还 是 招收 了 一 些 犹太 学 生 
的 ) ， 但 是 他 被 剥夺 了 攻读 博士 学 位 的 权利 。 因 此 ， 他 只 能 黯然 离 
开 ， 前 往 雅 罗斯 拉夫 尔 市 的 一 所 大 学 攻读 博士 学 位 。 毕 业 后 ， 他 四 处 
奔走 找 工作 ， 最 后 在 固态 物理 研究 所 束 职 。 尽 管 如 此 ， 伯 亚 仍 然 因 为 
这 股 出 国 潮 而 深 感 不 安 。 


一 想到 莫斯科 数学 界 这 样 一 个 大 型 学 术 圈 很 快 束 会 分 朋 离 析 ， 伯 
亚 便 感 到 伤心 欲 绝 。 多 年 来 ， 他 一 直 生活 在 这 个 紧密 团结 的 集体 中 ， 
现在 却 要 眼 睡 睡 地 看 着 它 土 月 瓦解 。 很 快 ， 葛 斯 科 将 只 剩 下 他 孤零零 
的 一 个 人 ， 他 再 也 无 法 至 受到 与 朋友 、 同 事 一 起 钻研 数学 的 乐趣 了 。 


在 我 们 交谈 时 ， 很 目 然 地 束 聊 到 了 这 个 话题 。 伯 亚 一 再 劝说 我 回 
国 ， 而 不 应 该 随波逐流 ， 留 在 西方 国家 。 他 同时 还 担心 ， 在 类 国 我 可 
能 无 法 成 为 一 名 优秀 的 数学 家 。 他 认为 美国 的 “消费 社会 ”会 削弱 人 们 
的 动力 ， 扼 杀 学 术 道德 。 


“HE, (RA ATA, "MAME, “但 还 需要 继续 培养 。 你 必须 刻 关 外 
研 ， 就 像 你 在 莫斯科 时 那样 ， 这 样 才能 激发 你 的 潜力 。 但 是 ， 在 类 
国 ， 这 古 不 可 能 的 。 那 里 诱惑 太 多 ， 让 人 分 心 。 那 里 的 人 追求 的 是 放 
纵 至 受 、 及 时 行乐 ， 在 这 样 的 环境 里 你 怎么 可 能 专心 致 志 地 做 人 研究 
We? ” 


他 的 话 我 没有 听 ， 至 少 没 有 全 听 。 虽 然 我 知道 我 癸 究 数学 的 动机 
非常 纯粹 ,但 是 我 才 21 岁 ， 而 伯 亚 比 我 大 15 岁 ， 还 是 我 的 导师 ， 我 在 
数学 上 取得 的 所 有 成 绩 也 都 应 归功 于 他 。 因 此 ， 他 的 这 番 话 让 我 不 由 
地 距 踏 起 来 ， 万 一 他 的 观点 是 对 的 呢 ? 


哈佛 大 学 的 邀请 是 我 人 生 的 转折 总 。5 年 前 ， 我 在 砚 斯 科大 学 的 招 
生 考 试 中 遭遇 滑铁卢 ， 这 似乎 预示 痢 我 成 为 数学 家 的 梦想 将 无 可 挽回 
地 化 为 泡影 。 在 这 种 情况 下 ， 哈 佛 大 学 的 邀请 证 明 我 5 年 来 的 勤奋 没有 
日 费 。 我 布 望 能 再 接 再 厉 ， 不 断 有 新 的 发 现 ， 成 长 为 一 名 最 优秀 的 数 
学 家 。 在 我 看 来 ， 哈 佛 大 学 的 邀请 只 是 这 个 征程 中 的 一 环 ， 也 是 我 取 
得 的 一 次 胜利 ， 但 是 前 方 的 路 还 很 漫长 。 


阿 琶 . 态 斐 等 人 信任 我 ， 给 了 我 这 个 机 会 ， 我 不 能 让 他 们 失望 。 


在 全 桥 市 ， 我 牌 运 地 得 到 了 维 殉 多 : 卡 次 等 杰出 数学 家 的 鼎力 相 
助 ， 但 是 我 也 能 感觉 到 一 些 同事 的 嫉妒 情绪 : 为 什么 这 个 家 伙 好 运 不 
断 ? 他 取得 的 成 绩 真 的 有 那么 了 不 起 吗 ? 因此 ， 我 不 能 漳 负 人 们 对 我 
的 期 望 ， 我 要 同 大 家 证 明 ， 我 的 研究 成 采 绝 非 便 然 和 和 运气， 我 还 可 以 
在 数学 研究 上 取得 更 杰出 、 更 重要 的 成 束 。 


从 事 数学 研究 的 人 经 常会 结 成 小 圈子 ， 就 像 普通 人 一 样 ， 他 们 也 
喜欢 谈论 其 他 人 取得 的 成 绩 。 尽 管 来 哈佛 大 学 的 时 间 还 不 长 ， 但 我 已 
经 听 说 了 无 数 天 才 陨落 的 故事 。 经 常 有 人 说 , “你 还 记得 某 人 吧 ? 他 最 
初 的 研究 成 果 多 了 不 起 啊 ， 不 过 ， 最 近 三 年 他 却 太太 无 为 。 真 是 太 可 
惜 了 1 ” 


我 十 分 担心 三 年 后 我 也 会 变 成 良 良 碌碌 的 人 ， 因 此 一 刻 也 不 敢 放 
松 ， 不 集 地 钻研 ， 内 心 充满 了 对 成 功 的 淘 望 。 


与 此 同时 ， 苏 联 的 经 济 形 势 正在 迅速 恶化 ， 国 家 前 景 不 容 乐 观 。 
我 的 父母 在 目睹 了 这 一 切 之 后 ， 更 加 确信 我 在 苏联 不 会 有 很 好 的 发 展 
前 途 。 他 们 定期 给 我 打 电 话 ， 劝 说 我 不 要 回去 。 当 时 ， 从 苏联 打 电 话 
到 美国 十 分 不 便 (费用 也 不 便宜 ) 。 父 母亲 还 担心 我 们 家 的 电话 被 人 
鳃 听 ， 为 此 他 们 宁愿 花 上 差不多 一 整 天 的 时 间 ， 去 往 莫 斯 科 中 央 邮 局 
给 我 打 电话 。 尽 管 很 想念 我 ， 但 他 们 还 是 拼命 地 劝说 我 ， 让 我 留 在 美 
国 。 他 们 坚信 ， 这 个 选择 对 我 而 言 是 最 好 的 。 


伯 亚 也 考虑 过 我 的 利益 ， 但 他 还 要 兼顾 道德 立场 ， 即 便 做 出 的 选 
择 有 违 本 意 ， 他 也 会 坚持 如 此 。 在 这 方面 ， 我 非常 佩服 他 。 当 然 ， 我 
也 得 承认 ， 他 在 莫斯科 生活 得 比较 舒适 〈 不 过 ， 他 的 生活 很 快 就 会 发 
生变 化 。 后 来 ， 他 每 年 都 要 到 国外 工作 几 个 月 ， 主 要 是 日 本 ,为 了 养 
家 糊口 ) ， 因 此 他 才能 做 出 回国 的 决定 。 而 我 的 情况 则 迎 然 不 同 ， 我 
在 莫斯科 没有 家 ， 我 的 临时 国内 签证 只 能 保证 居住 权 。 尽 管 雅 科 夫 为 
我 在 石油 天 然 气 学 院 找 了 一 份 研究 助理 的 临时 工作 ， 但 是 薪水 十 分 微 
薄 ， 仅 够 文 付 我 在 莫斯科 的 房租 。 由 于 反 犹 太 主义 作 景 ， 报 考 人 研究 生 
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11 月 确 ， 阿 琶 : 太 裴 把 我 叫 到 他 的 办 公 室 ， 告 诉 我 ， 他 们 可 以 把 我 
在 哈佛 大 学 担任 客座 教授 的 时 间 延 长 至 5 月 底 。 我 必须 尽快 做 出 决定 ， 
但 我 实在 是 左右 为 难 。 我 喜欢 波士顿 的 生活 方式 ， 觉 得 这 里 非常 适合 
我 。 剑 桥 市 有 哈佛 大 学 和 及 省 理工 学 院 ， 古 非常 重要 的 数学 研究 中 


心 。 这 里 也 有 许多 世界 上 最 杰出 的 数学 家 ， 我 可 以 很 方便 地 登 |] 求 
教 。 这 里 还 有 数量 众多 的 专题 研讨 会 ， 人 们 在 做 出 激动 人 心 的 发 现 之 
后 束 会 立刻 在 会 上 公布 。 我 映 边 的 人 一 个 个 才华 出 众 。 这 样 一 个 催 人 
问 上 的 环境 ， 征 数学 界 有 抱负 的 年 轻 学 子 梦 几 以 求 的 神圣 殿 特 。 莫 斯 
科 曾 经 也 有 这 样 的 氛围 ， 但 是 现在 已 经 不 复 存 在 了 。 


不 过 ， 这 是 我 第 一 次 长 时 间 远 离 家 乡 ， 我 非常 想念 我 的 那些 杀 朋 
好 友 。 我 在 剑桥 市 交往 最 密切 的 人 十 我 的 老师 们 亚 ， 他 态度 坚定 地 认 
为 ， 我 应 该 按照 原 计 划 在 12 月 回国 。 


每 天 早晨 我 都 会 突然 惊醒 ， 我 反复 地 问 目 己 : “我 该 怎么 办 ? “Hh 
在 回 尖 看 ， 这 实在 不 应 该 是 一 个 难题 。 但 在 当时 ， 千 头 万 绪 缠 绕 在 一 
起 ， 真 的 让 我 难以 抉择 。 在 经 过 一 看 痛 匠 的 思考 和 反复 权衡 之 后 ， 我 
决定 采纳 父母 的 建议 ， 不 回国 了 ， 并 且 把 这 个 决定 告诉 了 态 裴 。 我 的 
朋友 莱 希 迁 羡 与 齐 风 也 做 出 了 相同 的 选择 。 


伯 亚 有 点 儿 不 满 ， 我 知道 ， 我 让 他 失望 了 。12 月 中 旬 ， 我 到 洛 根 
机 场 送 他 回 莫 斯 科 。 在 飞机 起 飞 的 那 一 刻 ， 我 的 内 心 充满 了 悲伤 和 迷 
收 ， 不 知道 目 己 将 面临 什么 样 的 命运 ， 也 不 知道 我 们 什么 时 候 才 能 
见面 。 我 没有 接受 伯 亚 的 建议 ， 选 择 留 在 美国 ， 但 是 我 知道 ， 他 所 担 
心 的 事 有 可 能 真 的 会 发 生 在 我 身上 。 


1 ”第 四 位 奖学金 得 主 是 微 拉 . 瑟 甘 诺 娃 (Vera Serganova) ， 她 在 次 年 春天 才 来 到 哈佛 
大 学 。 


| 时 一 
4 [= a 
2 5 


一 > HEL 
国 数 字典 
层 


第 二 年 春天 ， 哈 佛 迎 来 了 更 多 的 访问 学 者 ， 弗 拉 基 米尔 . 德 林 费 尔 
德 束 是 其 中 一 位 。 他 的 到 来 改变 了 我 的 研究 方 辐 ， 并 且 在 很 多 方面 都 
对 我 的 数学 研究 生涯 产生 了 深远 的 影响 。 这 些 变化 的 原因 都 与 表 兰 兹 
纲领 有 关 。 


此 前 ， 我 昕 说 过 德 林 费 尔 德 。 尺 管 他 当时 才 36 岁 ， 但 已 经 是 数学 
界 的 一 个 传奇 人 物 。 在 我 们 结识 6 个 月 之 后 ， 他 获得 了 菲 尔 兹 奖 。 这 是 
数学 界 最 时 融 的 采 誉 之 一 ， 有 很 多 人 认为 ， 菲 尔 效 炎 的 分 量 并 不 亚 于 
诺 贝 尔 奖 。 


德 林 费 尔 德 17 岁 时 就 发 表 了 他 的 第 一 篇 数学 论文 ，20 岁 时 已 经 开 
辟 出 关于 朗 兰 兹 纲领 的 新 的 研究 领域 。 他 来 自 乌 克 兰 的 卡尔 可 夫 ， 父 
亲 是 一 位 著名 的 数学 教授 。20 世 纪 70 年 代 初 ， 德 林 费 尔 德 就 读 于 莫 斯 
科大 学 。 (当时 ， 莫 斯 科大 学 招生 时 虽然 也 会 排挤 犹太 人 ， 但 仍 会 招 
收 一 定 比例 的 犹太 裔 学 生 。) 大 学 还 没 毕业 ， 他 就 因为 在 研究 中 取得 
的 成 绩 而 闻名 世界 ， 并 被 研究 生 院 录取 。 这 对 一 名 犹太 裔 学 生 而 言 的 
确 非 同 凡 啊 ， 他 的 导师 尤 里 . 曼 末 (Yuri Ivanovich Manin) 也 是 全 世界 
最 有 独创 性 和 影响 力 的 数学 家 之 一 。 


不 过 ， 即 便 是 德 林 费 尔 德 ， 也 没 能 完全 摆脱 反 犹 太 主 义 的 侵扰 。 
在 获得 博士 学 位 之 后 ， 他 不 能 在 莫斯科 焉 业 ， 而 只 能 到 马 法 市 的 一 所 
地 方 性 大 学 任教 三 年 。 马 法 是 位 于 乌拉 和 尔 山 脉 中 的 一 座 工 业 城市 ， 德 
林 费 尔 德 并 不 愿意 去 那里 ， 主 要 原因 十 那 里 没有 人 在 德 林 费 尔 德 关心 
的 数学 领域 从 事 研究 工作 。 不 过 ， 他 在 马 法 待 了 三 年 之 后 ， 却 完成 了 
一 篇 重要 的 论文 ， 介 绍 了 可 积分 系统 的 理论 。 可 积分 系统 现在 被 称 作 
德 林 费 尔 德 - 索 科 洛 夫 系统 ， 是 德 林 费 尔 德 与 马 法 当地 的 弗 拉 基 米 尔 - 
索 科 洛 夫 (Vladimir Sokolov) 合作 完成 的 研究 成 果 ， 然 而 这 与 他 本 人 
感 兴趣 的 领域 相去 其 远 。 三 年 之 后 ， 德 林 费 尔 德 终于 在 他 的 家 乡 谋 得 
了 一 份 工作 ， 去 卡尔 可 夫 低 温 物理 研究 所 就 职 。 这 份 工作 比较 清闲 ， 
而 且 他 得 以 与 家 人 团圆 。 不 过 ， 在 卡尔 可 夫 上 班 ， 却 无 法 与 苏联 数学 


界 保 持 密 切 联系 。 共 联 数学 家 的 第 一 聚居 地 是 莫斯科 ， 其 次 是 圣 彼 得 
保 。 


尽管 德 林 费 尔 德 孤军 奋战 ， 却 在 数学 和 物理 等 多 个 领域 不 断 取 得 
优异 的 成 绩 。 他 所 做 的 贡献 涉及 范围 之 广 令 人 咋舌 。 他 不 仅 证 明了 肯 
兰 效 纲领 中 的 某 些 重要 猜想 ， 与 索 科 洛 夫 合作 掀 开 了 可 积分 系统 理论 
的 新 篇 章 ， 提 出 了 量子 群 的 一 般 理 论 (BTR EW BRR 
与 他 人 合作 提出 的 一 个 概念 ) ， 还 有 其 他 众多 成 果 。 


后 来 ， 有 人 尝试 聘请 德 林 费 尔 德 到 莫斯科 工作 。 据 我 所 知 ， 物 理 
学 家 亚历山大 : 贝 拉 温 «(Alexander Belavin) 和 硕 望 洲 请 德 林 费 尔 德 到 位 
于 莫斯科 附近 的 朗 道理 论 物 理 研 究 所 工作 。 为 了 增加 成 功 的 夸 码 ， 贝 
拉 温 决定 和 德 林 费 尔 德 一 起 合作 ， 最 终 完 成 了 对 “ 杨 - 巴 克 斯 特 经 典 方 
程 解 的 分 类 这 个 重要 问题 的 研究 。 这 个 问题 是 当时 物理 学 界 的 一 个 热 
点 问题 。 他 们 的 论文 发 表 在 盖 尔 范 德 主办 的 《 兴 函 分 析 及 应 用 》 杂 志 
上 ( 据 我 所 知 ， 这 是 这 份 杂志 刊登 的 最 长 的 一 篇 论文 ， 其 重要 性 可 见 
一 斑 ) ， 并 且 赢 得 了 诸多 赞赏 。 正 是 因为 完成 了 这 项 研究 ， 德 林 费 尔 
德 从 此 开始 涉足 推动 众多 数学 分 文 发 生 重 大 变 间 的 量子 群 理论 的 研究 
领域 。 不 过 ， 所 有 人 的 努力 都 无 济 于 事 。 面 对 反 犹 太 主义 的 阻挠 ， 再 
加 上 德 林 费 尔 德 没有 居留 莫斯科 的 国内 签证 ， 事 情 不 可 能 出 现任 何 转 
机 。 德 林 费 尔 德 只 能 继续 答 在 卡尔 可 夫 ， 伪 尔 才 有 机 会 去 莫斯科 。 
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此 一 开始 见 到 他 时 显得 有 些 拘 刘 ， 但 是 经 过 一 番 交 流 之 后 ， 我 发 现 他 
十 分 友善 大 方 。 德 林 费 尔 德 说 话 时 语气 温和 ， 言 辞 谨慎 ， 在 谈 到 数学 
问题 时 ， 他 乐于 分 诗 目 己 的 观点 。 他 在 解释 一 个 问题 时 ， 从 来 不 会 故 
作 神 秘 ， 让 人 以 为 这 个 问题 无 比 深奥 ， 似 乎 没有 他 的 帮助 整 无 法 解决 
(我 的 有 些 同 事 的 确 是 这 样 ， 这 里 就 不 提 他 们 的 名 字 了 ) 。 人 恰恰 相 


反 ， 他 总 是 用 平实 的 语言 深入 浅 出 地 讲解 问题 ,使 人 不 知 不 觉 束 明日 
了 其 中 的 道理 。 


交谈 了 一 会 儿 之 后 ， 德 林 费 尔 德 告诉 我 ， 他 对 我 和 费 金 合作 完成 
的 那 项 研究 很 感 兴 趣 ， 并 且 布 望 把 我 们 的 研究 成 果 应 用 到 他 正在 人 研究 
的 一 个 与 衣 兰 兹 纲领 有 关 的 项 目 中 。 听 到 这 番 话 ， 我 更 加 放松 了 。 
在 第 9 草 ， 我 们 谈 到 了 安 德 烈 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ?的 三 个 轨道 : 
数论 有 限 域 平面 上 的 曲线 黎 曼 曲面 


最 初 ， 表 三 效 纲 领 的 研究 内 容 只 涉及 “ 罗 塞 塔 石 碑 ” 左 侧 和 中 间 这 
两 个 轨道 ， 即 数论 与 有 限 域 平面 上 的 曲线 。 朗 兰 兹 纲领 的 理念 是 在 合 
罗 瓦 群 与 自 守 琅 数 的 表示 之 间 建 并 联系。 在 “ 罗 窄 塔 石 碑 ” 的 左 侧 与 中 


间 两 个 轨道 上 ， 伽 罗 瓦 群 的 概念 是 完全 成 立 的 ， 在 数学 的 妨 一 个 领 
域 ， 即 调和 分 析 中 ， 我 们 也 可 以 找到 与 之 相 匹配 的 目 守 男 数 。 


在 德 林 费 尔 德 的 研究 之 前 ， 对 于 右 侧 轨道 ， 即 歼 曼 曲面 理论 ， 人 
们 并 不 清楚 朗 兰 效 纲 领 的 类 比 对 象 在 其 中 是 否 存在 。20 世 纪 80 年 代 
初 ， 德 林 费 尔 德 在 研究 中 首先 提出 了 把 黎 曼 曲面 纳入 表 兰 效 纲领 的 观 
点 ， 法 国 数学 界 的 热 拉 尔 : 洛 蒙 (Gérard Laumon) 也 紧 随 其 后 。 他 们 
认识 到 ， 有 可 能 以 几何 的 方式 重 狐 建构 朗 兰 效 纲领 ， 使 其 对 安 德 烈 - 韦 
伊 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ”的 中 间 和 右 侧 两 个 轨道 也 有 意义 。 


在 “ 罗 塞 塔 石碑 ” 左 侧 和 中 间 的 两 个 轨道 上 ， 关 兰 效 纲领 使 伽 罗 瓦 
群 与 目 针 鸟 数 发 生 了 联系 。 现 在 的 问题 是 ， 如 何在 歼 曼 曲 面 理论 中 找 
到 合适 的 类 比 对 象 。 我 们 在 第 9 章 曾 讨论 过 ， 伽 罗 瓦 群 是 以 黎 受 曲面 的 
基本 群 表示 的 ， 但 对 目 守 函数 的 几何 类 比 却 并 未 加 以 研究 。 


研究 发 现 ， 合 适 的 几何 类 比 对 象 不 是 函数 ， 而 是 被 数学 界 称 
作 “ 层 ” (sheaf) 的 概念 。 


为 了 理解 这 个 概念 ， 我 们 移 从 数字 开始 讨论 。 我 们 有 目 然 数 1， 
2,3, .., MB RMA, BARAReNMA, RPS Ae 
表示 维 数 。 我 们 在 第 10 章 讨论 过 ， 直 线 是 一 维 的 ， 平 面 是 二 维 的， 对 
于 任意 目 然 数 "， 我 们 有 n 维 平坦 空间 ， 亦 称 同 量 空间 。 我 们 现在 设 
A, ESE MEAP, BRR IASC, hie, RMA 
数字 1， 而 是 有 一 条 直线 ， 没 有 数字 2， 而 是 有 一 个 平面 ， 依 此 类 推 。 


在 这 个 新 世界 中 ， 数 字 的 加 法 被 数学 家 称 为 "向量 直 和 ” (direct 
sum of vector spaces) 的 概念 所 取代 。 根 据 两 个 已 知 的 分 别 带 有 自己 的 
坐标 数字 的 向 量 空间 ， 我 们 可 以 创建 一 个 新 的 向 量 空间 。 新 的 向 量 空 
间 结 合 了 原 有 的 两 个 向 量 空间 的 坐标 数字 ， 因 此 其 维 数 是 原来 的 两 个 
向 量 空间 的 维 数 之 和 。 例 如 ， 直 线 有 一 个 坐标 数字 ， 平 面 有 两 个 坐标 


数字 。 两 者 结合 ， 我 们 便 得 到 一 个 有 三 个 坐标 数字 的 向 量 空间 ， 


此 ， 该 向 量 空 间 是 一 个 二 维 空间 。 


目 然 数 的 乘法 被 回 量 空间 的 男 一 种 运算 所 取代 。 已 知 两 个 癌 量 空 
则 ， 我 们 残 可 以 得 出 第 三 个 同 量 空间 ， 即 两 个 已 知 问 量 空间 的 “ 张 量 
积 ” (tensor product) 。 在 此 ， 我 不 详细 介绍 张 量 积 的 具体 定义 ， 我 们 
需要 了 解 的 很 重要 的 一 点 是 : 如 果 两 个 已 知 问 量 空 间 的 维 数 分 别 为 m 
和 n， 它 们 的 张 量 积 的 维 数 就 是 mxn。 


可 以 说 ， 回 量 空间 的 各 种 运算 与 目 然 数 的 各 种 运算 相 类 似 。 但 
征 ， 回 量 至 间 的 世界 远 比 目 然 数 的 世界 复杂 。 任 意 已 知 数 不 存 在 内 部 
结构 ， 例 如 ， 数 字 3 本 号 没有 对 称 操 作 。 但 和 是， 三维 空间 本 身 却 存在 对 
称 操 作 。 事 实 上 ， 我 们 已 经 知道 ， 李 群 SO(G3) 中 的 任意 元 素 都 会 产生 该 
三 维 空 间 的 一 个 旋转 操作 。 数 字 3 只 不 过 是 该 三 维 空间 留 下 的 一 个 残 
影 ， 仅 反映 该 三 维 空间 的 一 个 属性 ， 即 维 数 。 对 于 该 癌 量 空间 的 其 他 
属性 ， 例 如 对 称 操作 ， 数 字 3 束 无 能 为 力 了 。 


在 现代 数学 中 ， 我 们 建立 了 一 个 新 世界 ， 用 癌 量 空间 来 取代 数 
字 ， 从 而 使 这 些 数 字 充 满 了 活力 。 它 们 有 丰富 的 内 滴 ， 彼 此 之 间 的 天 
系 也 得 到 了 极 大 的 增强 ， 远 非 加 法 和 乘法 运算 那么 简单 。 数 子 2 减 去 数 
字 1， 我 们 只 能 得 到 一 个 答案 ， 但 是 当 把 一 条 直线 放 入 一 个 平面 时 ， 我 
们 却 能 得 到 很 多 种 不 同 的 答案 。 


目 然 数 可 以 形成 一 个 集合 ， 而 向 量 空间 则 可 以 形成 一 个 更 复杂 的 
结构 ， 数 学 家 称 之 为 “范畴 ” (category) 。 一 个 已 知 的 范畴 中 包含 “对 
象 ”， 如 向 量 空间 ， 还 有 一 个 对 象 癌 其 他 对 象 的 “ 态 射 ”morphism) 。 
例如 ， 在 已 知 范 畴 中 ， 某 个 对 象 向 其 他 对 象 的 态 册 ， 从 本 质 上 看 ， 是 
该 对 象 在 该 范畴 内 的 对 称 操作 。 因 此 ， 借 助 范 畴 的 概念 ， 我 们 无 须 关 
注 对 象 的 内 部 构成 ， 而 把 注意 力 集中 到 对 象 之 间 的 相互 作用 上 。 
此 ， 数 学 领域 的 范畴 理论 特别 适用 于 计算 机 科学 。 哈 斯 凯 尔 (Haskell 
Curry) 等 函数 式 计算 机 编程 语言 ， 仅 仅 是 该 理论 在 近期 大 量 应 用 的 一 


个 范例 。 现 在 看 来 ， 以 后 的 计算 机 可 能 会 更 依赖 于 范畴 理论 ， 而 不 是 
集合 理论 。 而 且 ， 无 论 我 们 是 否 意识 到 ， 范 畴 概念 都 将 进入 我 们 的 日 
常生 活 。 


从 集合 概念 向 范畴 概念 的 转移 ， 也 是 现代 数学 发 展 的 张 动力 之 
一 ， 人 们 将 这 一 变化 称 作 “范畴 化 ” (categorification) 。 范畴 化 实际 上 
建立 了 一 个 新 世界 ， 把 我 们 习以为常 的 概念 提升 到 新 的 高 度 。 例 如 ， 
数字 被 向 量 空间 所 取代 。 接 下 来 我 们 需要 考虑 的 问题 是 :在 这 个 新 世 
FP, RNS REAL? 


为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 先 来 回顾 一 下 函数 的 概念 。 假 设 我 们 有 
一 个 几何 图 形 ， 例 如 球面 、 圆 或 者 甜 甜 圈 的 表面 。 我 们 把 这 个 几何 图 
形 记 作 S。 前 面 已 经 讨论 过 ， 数 学 家 们 把 这 些 几 何 图 形 称 作 流 形 。 流 形 
S 的 函数 扣 是 对 流 形 $ 上 的 各 点 5 赋值 的 规则 ， 所 赋 的 值 叫 作 男 数 在 点 s 
处 的 函数 值 ， 我 们 把 它 记 作 fs)。 


举 个 例子 。 我 们 以 函数 来 表示 温度 ， 沈 形 S 表 示 我 们 所 在 的 三 维 空 
间 。 在 每 个 点 s 上 ， 我 们 可 以 测量 温度 ， 得 到 一 个 数字 。 这 样 ， 我 们 丈 
制定 了 一 套 为 所 有 点 赋值 的 规则 ， 因 此 ， 这 套 规 则 殉 是 一 个 函数 。 同 
样 ， 测 量 大 气压 也 可 以 形成 一 个 函数 。 


我 们 再 举 一 个 更 加 抽象 的 例子 。 假 设 $ 为 圆 ， 圆 上 各 点 的 值 由 角度 
确定 ， 跟 上 一 个 例子 一 样 ， 我 们 把 这 个 角度 记 作 pg， 为 正弦 函数 。 此 
时 ， 该 函数 在 圆 上 % 点 处 的 函数 值 为 sin(o)。 如 果 %=30 度 (以 弧度 表示 
的 话 ， 则 为 w6) ， 那 么 该 正弦 函数 的 值 为 12; 如 果 %=60 度 ( 即 
m3) ， 则 函数 值 为 3/2; 依 此 类 推 。 


现在 ， 我 们 用 癌 量 空间 来 代 礁 数 子 。 此 时 ， 画 数 仍然 表示 为 流 形 5 
上 的 各 点 s 赋 值 的 规则 ， 但 是 ， 其 所 赋 的 值 不 是 一 个 数字 ， 而 是 一 个 加 
量 空间 。 这 样 的 规则 叫 作 层 ， 如 采 我 们 用 符号 F 表 示 层 ， 则 为 点 s 赋 值 
EA) IH] ft 25 1A] LTC FF (s) © 


因此 ， 函 数 与 层 的 区 别 吏 在 于 为 流 形 $ 上 的 各 点 s 所 赋 的 值 不 同 : 
对 于 芳 数 ， 我 们 用 数字 为 各 点 赋值 ， 而 对 于 层 ， 我 们 用 向 量 空间 为 各 
点 赋值 。 对 于 一 个 已 知 层 ， 为 不 同 点 s 赋 值 的 这 些 回 量 空 间 可 以 有 不 同 
的 维 数 。 例 如 ， 在 下 图 中 ， 这 些 向 量 空间 大 多 是 平面 ( 即 二 维 向 量 空 
间 ) ， 也 有 一 个 向 量 空间 是 一 条 直线 ( 即 一 维 向 量 空间 ) 。 层 是 函数 
范 晓 化 的 结果 ， 就 像 向 量 空间 是 数字 范畴 化 的 结果 。 


尽管 以 下 内 容 超出 了 本 书 的 范围 ， 但 我 还 是 要 加 以 说 明 。 层 的 合 
义 实 际 上 不 仅 包括 为 流 形 上 的 各 点 赋值 的 一 系列 不 相交 的 同 量 空间 ， 


它 还 指 一 个 已 知 层 在 不 同 点 的 “纤维 结构 ” (fiber) ， 必 须根 据 一 套 精 
确 的 规则 ， 在 彼此 间 形 成 某 种 联系 。 


我 们 需要 知道 ， 函 数 与 层 之 间 具 有 很 大 的 类 似 性 。 这 个 特点 是 由 
法 国 伟大 的 数学 家 亚历山大 - 格 罗 滕 迪 克 (Alexander Grothendieck) 发 
现 的 。 


格 罗 滕 迪克 在 现代 数学 领域 中 具有 无 与 伦比 的 影响 力 。 如 有 果 被 问 
到 20 世 纪 下 半 时 最 重要 的 数学 家 是 谁 ， 很 多 人 一 定 会 宰 不 犹 驳 地 说 : 
格 罗 滕 迪 克 。 他 几乎 凭借 一 己 之 力 ， 开 创 了 现代 的 代数 几何 学 。 此 
外 ， 在 他 的 影响 下 ， 我 们 改变 了 对 数学 的 理解 ， 开 始 把 数学 视 为 一 个 
完整 的 体系 。 格 罗 滕 迪克 的 研究 眼光 独到 、 理 解 深 刻 ， 在 朗 兰 兹 纲领 
的 几何 重 构 中 ， 他 帮助 我 们 把 函数 与 层 联 系 起 来 ， 束 充分 地 表现 了 他 
的 这 个 特点 。 


为 了 让 大 家 了 解 格 罗 滕 迪 克 的 理念 ， 我 们 先 从 第 8 章 中 讨论 过 的 有 
限 域 概念 谈 起 。 对 于 每 一 个 质数 p， 总 存在 一 个 包含 p 个 元 素 的 有 限 域 
{0，1，2，...，p-1}。 这 些 元 素 组 成 的 数 子 系统 能 以 p 为 模 进 行 加 减 乘 
除 运 算 ， 而 且 其 运算 规则 与 有 理 数 及 实数 的 运算 规则 相同 。 


但 是 ， 这 套数 字 系 统 也 有 一 些 特殊 的 地 方 。 如 条 从 该 有 限 域 {0， 
1，2，...，p-1} 中 任 取 一 个 元 素 ， 并 求 其 p 次 吉 (按照 前 文 所 讨论 的 模 
pRIE) ， 就 会 发 现 得 数 即 为 选取 的 数字 。 


aP=a, te Ap 


提出 费 马 大 定理 的 皮 埃 尔 . 费 马 证 明了 上 述 公式 。 费 马 大 定理 的 证 
明 颅 为 复杂 ， 但 上 述 公式 并 不 难 证 明 ， 甚 至 在 书本 的 页 边 就 能 写 下 束 
个 证 明 过 程 。 为 了 将 这 个 成 果 与 费 马 大 定理 区 分 开 ， 人 们 将 它 命名 
为 " 费 马 小 定理 " 。 


举 个 例子 。 假 设 p=5， 有 限 域 为 {0，1，2，3，4}， 我 们 来 计算 这 
些 元 素 的 5 次 贿 。 训 无 疑问 ，0 的 任何 次 大都 是 0，1 的 任何 次 寺 也 都 是 
1。 接 下 来 ， 我 们 求 2 的 5 次 贿 ， 其 得 数 为 32。 因 为 32=2+5x6， 因 此 当 
模 为 5 时 ， 该 得 数 等 于 2， 跟 我 们 预 估 的 结果 一 样 。 我 们 再 来 求 3 的 5 次 
震 ， 其 得 数 为 243。 因 为 243=3+5x48， 因 此 当 模 为 5 时 ， 该 得 数 等 于 
3。 最 后 ， 我 们 以 同样 的 方法 求解 4 的 5 次 需 ， 其 得 数 为 1024。 而 因为 
1024=4+5x204， 因 此 当 模 为 5 时 ， 该 得 数 等 于 4。 证 明 结 束 ! 我 希望 大 
家 能 验证 一 下 当 模 为 3 时 ，a3=a， 以 及 当 模 为 7 时 ，a“=a 是 否 成 立 (在 
质数 较 大 时 ， 大 家 可 能 需要 借助 计算 器 才能 完成 费 马 小 定理 的 验证 工 
VE) 。 


还 有 一 个 问题 值得 大 家 关注 ，RSA 公 钥 密 码 在 网 上 银行 得 到 了 普 
遍 应 用 ， 其 算法 就 是 一 个 与 之 类 似 的 方程 式 。 


公式 ap=a 的 意义 不 仅 在 于 它 是 一 个 美妙 的 发 现 ， 它 还 表明 ， 求 某 
一 数字 的 p 次 寡 的 运算 〈 将 a 升 至 ap) 是 该 有 限 域 伽 罗 瓦 群 中 的 一 个 元 
A, WES Ue Sat eee VE” (Frobenius symmetry) ， 或 简 
称 “ 弗 罗 贝 尼 马 斯 *。 研 究 发 现 ， 含 有 p 个 元 素 的 有 限 域 束 是 通过 该 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 对 称 操作 而 生成 伽 罗 瓦 群 的 。 
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人 碑 ” 的 中 间 轨 道 入 手 ， 然 后 研究 有 限 域 平面 上 的 曲线 和 有 限 域 平面 上 更 
具 一 般 性 的 流 形 。 这 些 流 形 可 以 通过 我 们 在 第 9 章 讨 论 过 的 多 项 方程 式 
来 定义 。 


y2+y=x3_x? 


假设 我 们 有 该 流 形 的 一 个 层 ， 也 束 古 将 某 个 向 量 空间 赋值 给 该 流 
形 上 各 点 的 一 套 规则 ， 不 过 ， 层 还 具有 其 他 内 部 结构 。 层 的 概念 表 
明 ， 定 义 已 知 流 形 的 数字 系统 (在 本 例 中 就 是 有 限 域 ， 的 任何 对 称 操 
作 ， 都 会 产生 该 向 量 空间 中 的 某 个 对 称 操作 。 而 且 ， 弗 罗 贝 尼 马 斯 对 
称 操作 十 该 有 限 域 伽 罗 瓦 群 的 一 个 元 素 ， 必 然 产 生 该 同 量 空 间 的 某 个 
对 称 操作 (如 旋转 或 扩张 ) 。 


现在 ， 如 果 我 们 进行 向 量 空间 的 对 称 操作 ， 就 可 以 据 此 产生 一 个 
数字 。 该 过 程 有 一 个 标准 程序 。 例 如 ， 如 采 我 们 已 有 的 同 量 空间 是 一 
条 直线 ， 我 们 根据 弗 罗 贝 尼 马 斯 对 称 操作 得 到 的 该 空间 的 对 称 操作 束 
是 扩 张 : 每 个 元 素 z 对 于 数字 A 变 换 成 Az。 此 时 ， 我 们 赋予 该 对 称 操 作 
Wa eA oS TERA TIA IA, FCT IAT PR PRE 
的 * 迹 ” (trace) ， 用 一 个 数字 为 点 赋值 。 


最 简单 的 情况 就 是 ， 弗 罗 贝 尼 马 斯 对 称 操作 作为 但 等 元 将 作用 于 
该 问 量 空 间 ， 此 时 其 迹 等 于 该 回 量 空间 的 维 数 。 在 这 种 情况 下 ， 通 过 
求 取 弗 罗 贝 尼 乌 斯 对 称 操 作 的 迹 ， 我 们 吏 能 用 同 量 空间 的 维 数 为 该 问 
量 衬 间 赋值 。 但 是 ， 如 果 弗 罗 贝 尼 马 斯 对 称 操 作 不 是 恒 等 元 ， 该 结构 
赋予 向 量 空间 的 值 就 全 征 更 具 一 般 性 的 数字 ， 而 不 一 定 是 自然 数 


由 此 我 们 得 出 结论 : 如 果 我 们 有 一 个 有 限 域 {0, 1, 2, ..., pel} 
平面 上 的 流 形 S ( 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ”的 中 间 轨 道 涉及 该 概念 ) ， 且 我 们 
有 S 上 的 层 F， 那 么 我 们 以 一 个 数字 为 S 上 的 某 一 点 s 赋 值 ， 束 可 以 得 到 
一 个 关于 S$ 的 函数 。 这 样 一 来 ， 我 们 发 现 ， 在 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ”的 中 间 
轨道 上 ， 我 们 可 以 从 层 转换 到 函数 。 


格 罗 滕 迪克 把 它 叫 作 “ 层 -函数 字典 *。 通过 上 壕 步 骆 ， 我 们 把 层 转 
PRAM, MAB APTA BARRE SN ENS BAER EAE 
he PRN, Beet SA a BS TA] AN, QR DRY 
FDORRGA TENE, BERN TER BAY BAER EAE S IL © 


但 是 ， 我 们 不 能 从 函数 目 然 地 转换 回 层 。 人 研究 发 现 ， 只 有 某 些 函 
数 ， 而 不 是 所 有 驴 数 ， 人 允许 我 们 从 玉 数 转换 回 层 。 如 采 可 以 这 样 做 ， 
该 层 束 会 带 有 该 贸 数 不 具有 的 大 量 信息 ， 这 些 信息 有 助 于 我 们 了 解 该 
函数 的 核心 内 容 。 朗 兰 效 纲领 ( 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ”的 第 二 个 轨道 ) 中 
的 函数 大 多 可 以 由 层 转换 得 到 ， 这 个 事实 值得 我 们 关注 。 


几 百 年 来 ， 数 学 界 一 直 在 研究 画 数 ， 这 是 所 有 数学 领域 的 一 个 核 
心 概念 。 我 们 可 以 借助 温度 或 大 气压 ， 以 直觉 的 方式 理解 这 个 概念 。 
不 过 ， 格 罗 滕 迪克 之 前 的 数学 家 部 没有 意识 到 ， 在 有 限 域 平面 上 的 流 
形 (如 有 限 域 平面 上 的 曲线 ， 中 ， 我 们 可 以 超越 画 数 的 概念 ， 借 助 层 
的 概念 来 帮助 我 们 做 研究 。 


我 们 可 以 把 函数 视 为 古代 数学 中 的 概念 ， 而 把 层 视 为 现代 数学 中 
的 概念 。 格 罗 滕 迪克 指出 ， 层 是 一 个 在 很 多 方面 都 能 发 挥 重要 作用 的 
基本 概念 ， 而 函数 只 不 过 是 层 的 影子 ， 它 已 经 风光 不 再 。 


层 的 发 现 促使 数学 学 科 在 20 世 纪 下 半 叶 取得 了 长 足 的 进展 ， 原 因 
在 于 层 的 内 部 结构 要 复杂 得 多 ， 是 更 加 重要 、 应 用 更 广泛 的 研究 对 
象 。 例 如 ， 层 可 以 进行 对 称 操作 。 如 琳 我 们 把 函数 提升 为 层 ， 我 们 下 
可 以 人 研究 这 些 对 称 操作 ， 其 效果 远 非 只 借助 画 数 的 研究 可 以 比拟 的 。 
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的 轨道 推广 ， 开 辟 了 一 条 新 的 途径 。 


在 “有 罗 塞 塔 石碑 ”的 右 侧 轨 道中 ， 我 们 研究 的 是 在 复数 范围 内 定义 
的 流 形 ， 例 如 球面 或 甜 甜 轿 表面 等 黎 曼 曲面 。 在 这 种 情况 下 ， 出 现 
在 “ 罗 窒 塔 石 碑 ” 左 侧 和 中 间 轨 道上 的 目 守 函数 并 没有 多 大 的 研究 价 
值 。 但 是 ， 层 则 与 之 不 同 ， 左 侧 和 中 间 轨 道上 的 层 是 有 研究 价值 的 。 


因此 ， 如 采 我 们 在 中 间 的 轨道 上 用 层 来 取代 函数 ， 台 能 实现 中 间 轨 道 
与 右 侧 轨道 之 间 的 相似 性 。 


人 简 言 之 ， 当 我 们 从 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ”的 中 间 轨 道 转换 到 右 侧 轨道 
时 ， 必 须 对 拥有 关 兰 兹 纲领 所 预测 的 关系 的 双方 做 一 些 调整 ， 这 是 因 
为 伽 罗 瓦 群 气 目 守 函数 这 两 个 概念 在 歼 受 曲面 儿 何 体系 中 没有 直接 对 
应 的 对 象 。 首 先 ， 我 们 把 黎 曼 曲面 的 基本 群 作 为 伽 罗 瓦 群 的 类 比 对 
象 。 其 次 ， 我 们 考虑 属性 与 目 守 函 数 相 类 似 的 层 ， 而 不 是 去 考虑 目 守 
函数 。 我 们 把 这 些 层 称 为 “ 自 守 层 ” (automorphic sheaves) 。 


我 们 用 下 表 来 展示 这 些 调整 。 在 表 中 ， 我 们 列 出 “ 罗 塞 塔 石 碑 ” 的 
三 个 轨道 ， 并 把 该 轨道 中 拥有 朗 兰 兹 纲领 所 预测 的 关系 的 两 个 对 象 的 
名 称 ， 列 在 该 轨道 下 面 。 


数论 有 限 域 平面 上 的 曲线 黎 曼 曲面 


] 罗 瓦 群 伽 罗 瓦 群 基本 和 群 


SF PARK 目 守 函 数 或 目 守 层 目 守 层 


我 们 现在 需要 解决 的 问题 ， 就 是 构建 这 些 自 守 层 。 人 研究 发 现 ， 构 
建 这 些 目 守 层 难度 极 高 。20 世 纪 80 年 代 初 ， 德 林 费 尔 德 [在 皮 埃 尔 : 德 
利 涅 (Pierre Deligne) 早先 发 表 的 研究 成 果 的 基础 上 ] 首 先 提出 了 在 最 
简单 情况 下 的 构建 方案 。 几 年 后 ， 热 拉 尔 :党 蒙 进一步 发 展 了 德 林 费 尔 
德 的 方法 。 


我 与 德 林 费 尔 德 结识 后 ， 他 告诉 我 ， 他 已 经 找到 了 构建 目 守 层 的 
全 新 方法 ， 但 这 个 新 方法 的 成 败 取决 于 某 个 猜想 ， 而 我 可 以 根据 与 费 
金 合 作 实 现 的 卡 次 - 称 过 代数 研究 成 果 ， 去 完成 该 猜想 的 证 明 工 作 。 我 
简直 不 敢 相 信 ， 我 的 研究 成 果 竟 然 可 以 在 天 兰 效 纲 领 的 研究 中 得 到 应 
用 ! 


一 想到 目 己 有 可 能 为 朗 兰 效 纲领 的 研究 做 出 贡献 ， 我 束 激 动 不 
已 。 我 迫切 希望 了 解 有 关 朗 兰 兹 纲领 的 所 有 人 研究 成 果 。 那 年 春天 ， 我 
几乎 每 天 都 会 跑 到 德 林 费 尔 德 在 哈佛 大 学 的 办 公 室 ， 死 缠 烂 打 地 提出 
一 个 又 一 个 有 关 肯 兰 效 纲领 的 问题 。 德 林 费 尔 德 耐 心地 回答 了 我 的 所 
有 问题 ， 还 回 我 询问 了 我 与 费 金 的 合作 成 采 ， 因 为 这 些 成 采 的 具体 内 
容 对 于 他 正在 研究 的 问题 具有 至 天 重要 的 作用 。 剩 下 的 时 间 我 则 泡 在 
哈佛 大 学 的 图 书馆 中 ， 如 饥 似 渴 地 阅读 跟 朗 兰 兹 纲领 相关 的 文献 资 
料 。 这 个 领域 的 诱惑 力 太 大 了 ， 每 天 晚上 我 都 尽 可 能 地 早点 儿 入 睡 ， 
以 便 第 二 天 早晨 我 能 尽早 来 到 图 书馆 研究 朗 兰 效 纲领 。 我 知道 ， 我 即 
将 开始 研究 我 一 生 中 最 重要 的 项 目 。 


洲 米 OK 


然而 ， 在 那个 春季 学 期 临近 期 末 的 时 候 ， 一 些 不 好 的 事情 发 生 
了 ， 使 我 再 次 陷入 当年 参加 莫斯科 大 学 招生 考试 时 的 那 种 鸭 怖 的 洲 
1° 


一 天 ， 维 克 多 : 卡 次 从 他 在 剑桥 市 的 家 中 给 我 打 电 话 。 他 告诉 我 ， 
有 人 邀请 时 任 莫 斯 科大 学 校长 的 安 纳 托 利 : 洛 古 诡 夫 (Anatoly 
Logunov) 来 及 省 理工 学 院 的 物理 系 发 表演 讲 。 这 个 家 伙 是 犹太 裔 学 
生 在 莫斯科 大 学 招生 考试 中 遭遇 卜 视 的 直接 责任 人 ， 当 听 说 矿 省 理工 
学 院 苋 然 邀 请 他 发 表演 讲 时 ， 卡 次 和 众多 同事 都 怒 不 可 痪 。 他 们 认为 
那个 家 伙 的 所 作 所 为 是 犯罪 行为 ， 这 次 邀请 无 异 于 一 个 丑闻 。 


洛 十 诺 夫 权 甸 滔 天 ， 他 不 仅 是 葛 斯 科大 学 的 校长 、 高 能 物理 研究 
所 的 所 长 ， 还 拥有 苏联 中 央 委 员 会 委员 及 其 他 头衔 。 为 什么 麻 省 理工 
学 院 会 邀请 他 呢 ? 卡 次 和 几 名 同事 根本 不 管 澡 请 者 是 出 于 什么 原因 ， 
他 们 径直 提出 了 抗议 ， 要 求 取消 这 次 活动 。 几 轮 协商 之 后 ， 他 们 达成 
了 一 个 妥协 性 方案 : 洛 古 话 夫 可 以 到 麻 省 理工 学 院 发 表演 讲 ， 但 在 演 
讲 结束 后 ， 他 必须 和 与 会 者 公开 讨论 更 斯 科大 学 当时 的 情势 ， 让 大 家 


有 机 会 束 歧 视 犹 太 商 学 生 问 题 与 他 当面 对 质 。 这 种 公开 讨论 的 架势 有 
扩 儿 像 市 政 厅 会 议 。 


次 目 然 布 望 我 参加 这 次 大 会 ， 用 我 的 亲身 经 历 作为 第 一 手 证 
据 ， 揭 露 洛 古话 夫 领导 下 的 砚 斯 科大 学 的 闭 医 。 我 有 点 儿 不 情愿 ， 因 
为 我 知道 ， 洛 古 诡 夫 肯 定 会 市 一 些 “ 助 手 ” 过 来 ， 他 们 会 把 整个 会 议 经 
过 都 记录 在 案 。 我 还 计划 在 那 年 夏天 回国 呢 。 如 时 我 的 证 词 使 桨 证 族 
夫 这 位 苏联 高 官 感 到 不 舒服 或 难堪 ， 我 将 会 遭遇 大 麻烦 。 至 少 ， 他 们 
可 以 阻止 我 离开 苏联 再 返回 哈佛 大 学 。 不 过 ， 我 无 法 拒绝 卡 次 的 请 
求 。 我 知道 我 的 证 词 至 天 重要 ， 我 告诉 他 ， 我 愿意 参加 ， 如 有 需要 ， 
我 也 愿意 说 出 我 的 遭遇 。 卡 次 努力 地 懂 励 我 。 


“ 别 担 心 ， 埃 带 殉 ,，” 他 说 , “如果 他 们 因为 这 件 事 把 你 逮捕 入 狼 ， 
我 会 想 尽 一 切 办 法 膏 救 你 。” 


次 古 诺 夫 将 接受 公开 质询 的 消 居 迅 速 传 开 了 ， 活 动 当天 演讲 大 厅 
里 挤 满 了 人 ， 等 着 他 发 表演 讲 。 当 然 ， 人 们 并 不 是 希望 在 学 术 上 有 所 
收获 ， 大 家 都 清楚 洛 上 古 诺 夫 的 物理 知识 水 平 比 较 低 ， 他 希望 在 研究 中 
证 明 爱 因 斯 坦 的 相对 论 是 不 正确 的 (我 不 知道 他 为 什么 设 定 了 这 样 一 
个 目标 ) 。 不 出 所 料 ， 他 在 演讲 中 介绍 的 “新 ”万 有 引力 理论 并 没有 多 
少 实质 性 内 容 。 不 过 ， 这 次 演讲 有 很 多 地 方 都 显得 很 苛 怪 。 洛 古 谢 夫 
没有 用 英语 而 征用 俄语 发 表演 讲 。 一 个 西 闭 单 履 的 高 个 子 操 着 流利 的 
英语 ， 在 一 劳 做 同 声 传译 。 


在 演讲 正式 开始 之 前 ， 麻 省 理工 学 院 的 一 个 工作 人 员 用 一 种 怪异 
的 方式 介绍 了 洛 古 族 夫 。 他 用 幻灯 片 放映 了 一 篇 英语 论文 的 第 一 页 ， 
这 篇 论文 是 阁 古 诺 夫 与 几 个 人 合作 完成 的 ， 于 10 年 前 发 表 。 我 猜测 ， 
这 样 做 是 为 了 表明 洛 古 诺 夫 并 非 一 个 十 足 的 日 痴 。 不 过 ， 作 为 成 末 被 
列 出 的 将 古话 夫 的 论文 都 发 表 在 他 目 己 担任 审阅 人 的 那些 杂志 上 “。 我 
从 未 见 过 这 样 的 介绍 方式 ， 显 而 易 见 ， 洛 古话 夫 之 所 以 受到 麻 省 理工 
学 院 的 邀请 ， 并 不 古 因为 他 在 学 术 人 研究 方面 的 出 色 表现 。 


在 他 演讲 的 过 程 中 ， 没 有 人 站 起 来 表示 抗议 ， 不 过 卡 次 在 听众 当 
中 分 发 了 一 些 见 不 得 光 的 文件 的 复印 件 ， 其 中 包括 10 年 前 的 一 名 学 生 
的 成 绩 单 。 这 名 狐 太 裔 学 生 的 所 有 学 科 成 绩 都 是 A， 却 被 莫斯科 大 学 
以 “学 习 成 绩 不 合格 ”的 理由 在 大 学 的 最 后 一 年 开除 。 成 绩 单 上 有 一 条 
简短 的 批注 ， 遂 这 名 学 生 被 专门 派驻 到 莫斯科 犹太 教 符 的 密探 列 为 监 
控 对 象 。 


演讲 结束 后 ， 大 家 来 到 另 一 个 房间 ， 围 着 一 张 长 方形 桌子 坐 了 下 
来 。 洛 古话 夫 坐 在 梨子 的 一 人 出， 他 的 两 边 各 有 一 名 带 着 翻译 任务 的 便 
衣 “ 助 手 ”。 卡 次 和 其 他 抗议 者 则 坐 在 他 们 的 正 对 面 。 我 与 几 名 朋友 静 
静 地 坐 在 与 洛 证 诡 夫 同 侧 的 位 置 上 ， 这 样 不 会 引起 他 的 注意 。 


卡 次 等 人 率 驳 发言。 他 们 指出 有 很 多 犹太 裔 学 生 被 挡 在 莫斯科 大 
学 的 门 外 ， 他 们 项 户 阁 古 诺 夫 能 以 莫斯科 大 学 校长 的 喘 份 ， 对 此 事 发 
表 他 的 看 法 。 当 然 ， 无论 他 们 对 洛 古 诺 夫 的 行为 提出 什么 质疑 ， 阁 古 
庄 夫 都 强硬 地 拒绝 承认 。 后 来 ， 一 位 便衣 用 英语 说 : “Sink, waa 
夫 教 授 对 很 多 犹太 裔 学 生 的 职业 发 展 都 提供 过 帮助 。 大 家 知道 ， 他 本 
人 比较 谦 撑 ， 不 愿意 说 这 些 ， 所 以 由 我 代 他 说 。” 


接着 ， 男 一 位 便衣 对 卡 次 等 人 说 : “你们 要 么 提出 证 据 ， 要 么 闭 
嘴 。 如 果 你 们 希望 讨论 某 些 具体 事件 ， 束 赶快 所 出来。 党 古 诺 夫 教授 
很 性 ， 他 还 有 一 些 重 要 事务 需要 处 理 。” 


Bi: “我们 的 确 有 一 个 具体 事件 ， 想 跟 你 们 谈 一 谈 。” 然 后 ， 
他 朝 我 做 了 个 手势 。 


我 站 起 来 ， 大 家 都 看 着 我 ， 阁 上 古 诺 夫 和 他 的 两 个 “助手 ”也 看 着 
我 ， 他 们 的 脸 上 和 露出 一 丝 担心 的 神情 。 殊 这 样 ， 我 开始 和 洛 古 诺 夫 直 
接 对 质 。 


“很 有 意思 。” 洛 古 诺 夫 用 俄语 说 〈 这 句 话 需要 翻译 成 英语 ， 让 所 
有 人 都 听 到 ) 。 人 然后 他 又 轻声 地 对 助手 说 了 一 句 话 ， 而 我 刚好 能 听 清 
他 说 的 话 : “把 他 的 名 字 记 下 来 。” 


我 承认 自己 有 点 儿 害 怕 ， 但 我 已 经 骑 虎 难 下 ， 只 能 勇往直前 。 我 
先 做 了 一 下 目 我 介绍 ， 然 后 接着 说 道 :“6 年 前 ， 我 参加 了 莫斯科 大 学 
力学 与 数学 系 的 招生 考试 ， 但 我 落榜 了 。” 


我 简单 地 介绍 了 那 次 考试 的 情况 ， 房 间 里 一 片 训 条 。 这 征 我 以 说 
十 诡 夫 行径 的 受害 者 号 份 给 出 的 “具体 ?证 词 ， 他 无 法 否认 当时 发 生 的 
那些 事情 。 这 时 候 ， 那 两 个 便衣 站 了 出 来 ， 布 望 抵 回 闫 面 。 

“你 没 考 上 莫斯科 大 学 ， 那 么 之 后 你 又 报考 了 哪 所 学 校 呢 ? ”其 中 
一 名 便衣 问 我 。 

“我 上 了 石油 天 然 气 学 院 。” 

“他 上 了 石油 天 然 气 学 院 。” 这 名 便衣 为 洛 古 诺 夫 做 了 翻译 。 洛 上 古 
诡 夫 使 劲 儿 地 点 点 头 。 征 啊 ， 在 莫斯科 能 够 招收 像 我 这 样 的 犹太 裔 学 


生 的 学 校 并 不 多 ， 石 油 天 然 气 学 院 就 是 其 中 一 所 ， 这 个 情况 他 当然 知 
道 。 


“那么 ，” 这 名 便衣 接着 说 , “也许 是 因为 石油 天 然 气 学院 的 竞争 程 
度 没有 更 斯 科大 学 那么 激烈 ， 所 以 你 才 没 考 上 莫斯科 大 学 吧 ? ” 


真实 情况 当然 不 是 这 样 。 我 敢 确定 ， 如 果 没 有 遭 到 歧视 ， 我 报考 
力学 与 数学 系 肯定 会 被 录取 。 据 我 所 知 ， 在 那 4 场 考 试 中 只 要 拿 到 一 个 
B 和 三 个 C， 束 可 以 被 好 取 。 报 考 石 油 天 然 气 学 院 反 而 竞争 比较 激烈 。 
这 时 候 ， 卡 次 插 了 一 句 : “爱德华 在 高 中 时 期 束 在 数学 方面 取得 了 富有 
创造 力 的 研究 成 果 。 他 虽然 没 考 上 莫斯科 大 学 ， 但 是 在 随后 不 到 5 年 的 
时 间 里 ， 他 在 年 仅 21 岁 时 束 应 洲 以 客座 教授 的 映 份 来 到 哈佛 大 学 。 你 


的 意思 是 说 ， 哈 佛 大 学 客座 教授 的 门生 比 莫 斯 科大 学 的 招生 考试 门 租 
还 低 吗 ? ” 


在 接 下 来 的 很 长 一 段 时 间 里 ， 没 有 一 个 人 咏 声 。 然 后 ， 洛 古 谢 夫 
突然 激动 起 来 。 


“我 无 法 容忍 这 样 的 事 ! ”他 大 声响 道 ,，“ 我 要 调查 清楚 当年 钙 谁 导 
致 这 名 优秀 的 年 轻 人 落榜 的 。 我 要 惩罚 他 ， 我 绝 不 允许 这 样 的 事情 在 
莫斯科 大 学 发 生 ! ” 


接着 ， 他 又 喉 喉 不 休 地 说 了 一 些 诸如 此 类 的 话 。 


我 们 又 能 说 些 什 么 呢 ? FEA AAAI, PEK Bite te eh 
作 势 ， 实 际 上 他 走 不 会 采取 任何 措施 的 。 洛 古话 夫 很 聪明 ， 他 假 儿 针 
对 我 的 事 大 发 雷霆 ， 其 实 是 在 转移 大 家 的 注意 力 ， 使 人 们 忽略 一 个 更 
兽人 过 的 问题 ， 由 于 莫斯科 大 学 的 这 些 歧视 性 政策 得 到 了 学 校 高 层 领 
导 ， 包 括 校 长 本 人 的 明确 赞同 ， 除 我 以 外 ， 还 有 数 以 生计 的 犹太 裔 学 
生 也 被 无 情 地 挡 在 学 校门 外 。 


我 们 无 法 在 这 次 会 上 详细 列举 这 些 学 生 的 例子 ， 去 证 明 力 学 与 数 
学 系 的 确 处 心 积 虑 地 在 招生 考试 中 实行 了 反 犹 太 政 策 。 我 能 够 与 “ 徘 魁 
祸首 ? 当 笔 对质， 并 迫使 他 承认 他 的 下 属 对 我 的 所 作 所 为 确实 不 公平 ， 
这 个 结果 在 一 定 程度 上 古 令 人 满意 的 。 但 十 我 们 也 清楚 ， 那 个 更 普 裔 
的 问题 并 没有 得 到 解决 。 

看 到 党 古话 夫 被 与 会 者 群起 而 攻 之 ， 他 的 洲 请 人 显得 非常 尴 价 ， 
希望 尽快 结束 这 次 活动 。 他 们 宣布 休会 ， 并 市 着 将 上 古话 夫 式 匆 退场 。 
之 后 ， 洛 古 诺 夫 便 再 也 没有 返回 会 场 。 
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第 15 章 
数学 领域 的 美丽 邂逅 


1990 年 秋 ， 我 成 为 哈佛 大 学 的 一 名 博士 研究 生 。 想 要 从 客座 教授 
转变 成 哈佛 大 学 的 一 名 正式 教师 ， 获 得 博士 学 位 是 一 个 不 可 或 缺 的 环 
帮 。 约 全 夫 ' 伯 恩 斯 坦 同意 担任 我 的 导师 ， 此 时 ， 我 收集 的 研究 材料 也 
已 经 足够 让 我 完成 博士 论文 了 。 阿 瑟 : 杰 斐 找 到 研究 生 阮 的 院 长 ， 院 长 
同意 对 我 免除 在 校 学 习 两 年 的 要 求 通常， 博士 研 究 生 必须 在 校 学 习 
两 年 ) 。 这 样 一 来 ， 我 就 可 以 在 一 年 之 内 完成 博士 学 业 ， 我 从 客座 教 
授 “ 降 职 ”为 博士 研究 生 的 时 间 也 不 会 很 长 。 


在 这 一 年 的 时 间 里 ， 我 完成 了 博士 论文 。 我 的 这 篇 论文 研究 的 是 
一 个 全 新 的 课题 ， 它 源 于 那 年 春天 我 与 德 林 费 尔 德 天 于 表 兰 效 纲领 的 
几 次 讨论 。 下面， 我 以 电影 剧本 的 形式 来 展现 其 中 的 一 次 讨论 。 

内 景 : 德 林 费 尔 德 在 哈佛 大 学 的 办 公 室 。 


德 林 费 尔 德 正 在 黑板 前 践 步 ， 爱 德 华 坐 在 椅子 上 记 笔 记 ， 旁 边 的 
桌子 上 放 着 一 只 茶杯 。 

德 林 费 尔 德 ， 也 就 是 说 ， 谷 山 - 志 村 - 韦 伊 猜想 找 出 了 三 次 方程 
式 与 模 形式 之 间 的 联系 ， 朗 兰 效 则 更 进一步 ， 他 猜测 两 者 之 间 存 在 一 
种 更 具 一 般 性 的 关系 ， 其 中 ， 模 形式 被 李 群 的 自 守 表示 所 取代 。 


爱德华 : 自 守 表示 是 什么 意思 ? 


德 林 费 尔 德 (停顿 了 很 长 时 间 ) : 现在 ， 我 们 无 须知 道 它 的 精 
确定 义 ， 你 可 以 在 阅读 材料 中 找到 。 重 要 的 是 ， 它 是 李 群 G 的 一 个 表 
示 ， 例 如 ， 球 体 旋转 群 SO(3) 的 表示 。 


爱德华 : 好 的 。 那 么 ， 这 些 自 守 表示 与 哪些 东西 有 关联 呢 ? 


德 林 费 尔 德 : 嘿 ， 这 是 我 们 最 应 该 关注 的 内 容 。 朗 兰 兹 预测 ， 
它们 应 该 与 另 一 个 李 群 中 的 伽 罗 瓦 群 的 表示 有 关 。 


爱德华 : 我 明白 了 。 你 是 说 这 个 李 群 与 李 群 G 不 是 同一 个 群 ， 对 
Ne? 


德 林 费 尔 德 : 对 ! 这 是 另 一 个 李 群 ， 叫 作 李 群 G 的 朗 兰 效 对 偶 
群 。 


德 林 费 尔 德 在 黑板 上 写 出 符号 LG 。 
爱德华 : 工 是 指 朗 兰 效 吗 ? 


德 林 费 尔 德 (露出 一 丝 微笑 ) : 朗 兰 兹 最 初 的 目的 是 希望 了 解 L 
函数 ， 因 此 ， 他 把 这 个 群 称 作 L 群 。 


爱德华 : 你 看 我 这 样 的 理解 对 不 对 : 对 于 每 个 李 群 C， 总 存在 另 
一 个 李 群 LC 。 


德 林 费 尔 德 : 对 ， 它 会 出 现在 朗 兰 兹 关系 中 。 我 们 可 以 用 这 样 
一 幅 图 来 表示 。 


德 林 费 尔 德 在 黑板 上 画 了 一 幅 示 意图 : 


爱德华 : 我 还 是 不 明白 ， 至 少 现在 不 明白 。 我 换 一 个 简单 一 点 儿 
的 问题 ， 比 如 ，SO(3) 群 的 衣 兰 效 对 侦 群 是 什么 ? 


德 林 费 尔 德 : 这 个 问题 比较 简单 ， 那 就 是 SO(3) 的 “ 双 层 覆 
a” (double cover) 。 你 还 记得 杯子 游戏 吗 ? 


爱德华 : 杯子 游戏 ? 嗯 ， 我 记得 。 
镜头 切换 至 内 景 : 哈佛 研究 生 的 聚会 。 


十 几 名 20 岁 出 头 的 学 生 一 边 喝 着 啤酒 或 葡萄 酒 ， 一 边 聊天 。 爱 德 
华 正在 与 其 中 一 名 学 生 交谈 。 


学 生 : 我 来 告诉 你 怎么 玩 吧 。 


这 个 学 生 拿 出 一 个 装 有 葡萄酒 的 塑料 杯 ， 将 其 托 在 右手 掌上 。 然 

Ja, (hr oF SAE (如 下 文中 的 一 组 照片 所 示 ) 。 转 了 一 图 

(360 度 ) 之 后 ， 他 的 腹 膊 呈 扭 曲 状 。 他 让 茶杯 口 一 直 保 持 朝 上 ， 接 着 
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然 回 到 了 转动 之 前 的 样子 。 


男 一 名 学 生 : 我 听 说 菲律宾 有 一 种 传统 的 葡萄 酒 舞 蹈 ， 跳 舞 时 
他 们 的 双手 做 的 就 是 这 样 的 动作 。 


他 端 起 两 杯 啤酒 ， 试 着 同时 转动 双手 ， 但 是 他 的 手 无 法 托 稳 杯 
fF, RBA T HOR ¢ KAMER KE ° 


镜头 切换 至 内 景 : 德 林 费 尔 德 的 办 公 室 。 


德 林 费 尔 德 : 这 个 小 游戏 反映 了 一 个 事实 : 群 SO(3) 有 一 个 闭合 
的 非凡 路 径 ， 如 果 把 这 个 路 径 旋转 两 次 ， 它 台 会 变 成 平凡 路 径 。 


爱德华 : 我 明白 了 。 托 着 杯子 转动 第 一 圈 时 ， 胎 膊 会 扭曲 ， 这 就 
像 群 SO(3) 的 非凡 路 径 。 


他 端 起 桌 上 的 那 杯 茶 ， 开 始 做 骆 膀 转 动 第 一 图 的 动作 。 


爱德华 :你 以 为 转动 第 二 圈 会 使 腹 膊 扭曲 得 更 厉害 。 但 实际 上 ， 
在 转 了 第 二 圈 之 后 ， 胜 膊 反而 一 点 儿 也 不 扭曲 。 


爱德华 完成 了 这 个 动作 。 
德 林 费 尔 德 ， 完全 正确 
爱德华 : 这 与 朗 兰 兹 对 偶 群 有 什么 关系 呢 ? 


德 林 费 尔 德 : 群 S0(3) 的 朗 兰 兹 对 偶 群 就 是 群 SO(3) 的 双 层 覆 
证， 因此 .。 


爱德华 : 因此 ， 对 于 群 SO(3) 的 每 个 元 素 而 言 ， 在 朗 兰 效 对 偶 群 
中 都 有 两 个 元 聚 与 之 对 应 。 


德 林 费 尔 德 : 正 因为 如 此 ， 这 个 新 的 群 不 存在 任何 闭合 的 非凡 
路 径 。 


爱德华 : 也 就 是 说 ， 朗 兰 效 对 偶 群 可 以 消除 那些 滑稽 有 趣 的 捏 
tH ° 


德 林 费 尔 德 : 没 错 。 告 一 看 ， 似 乎 区 别 不 大 ， 但 实际 上 ， 区 别 
非常 明显 。 比 如 ， 电 子 、 夺 克 等 构建 物质 的 基本 粒子 ， 与 光子 等 承载 
基本 粒子 相互 作用 的 粒子 ， 在 性 质 上 存在 巨大 的 差异 。 对 于 更 一 般 的 
李 群 来 说 ， 它 与 其 朗 兰 效 对 偶 群 之 间 的 差异 更 显著 。 事 实 上 ， 在 很 多 
情况 下 ， 这 两 个 对 偶 群 之 间 没 有 明显 的 联系 。 


爱德华 : 对 偶 群 为 什么 会 出 现在 朗 兰 兹 关系 中 呢 ? 真 的 太 神奇 
oe 


德 林 费 尔 德 ， 这 个 原因 我 们 还 不 清楚 。 


朗 兰 效 对 侦 群 可 以 把 李 群 成 对 地 联系 起 来 : 对 于 每 个 李 群 G， 都 
存在 一 个 朗 兰 效 对 侦 群 Lc， 而 且 LG 的 对 侦 群 也 是 李 群 G。 朗 兰 效 纲领 
在 两 种 不 同类 型 的 对 象 (一 个 对 象 属于 数论 领域 ,， 男 一 个 属于 调和 分 
析 领 域 ) 之 间 建 立 了 联系 ， 这 已 经 够 让 人 们 吃惊 的 了 。 而 将 对 偶 的 两 
个 李 群 G 和 LG， 置 于 这 种 联系 的 两 端 ， 束 更 加 令 人 难以 置信 了 。 


我 们 在 前 面 讨 论 过 ， 衣 兰 效 纲领 把 数学 王国 中 的 一 个 个 独立 的 大 
哇 连接 在 一 起 。 假 如 我 们 把 这 些 大 陆 类 比 成 欧洲 和 北美 洲 ， 我 们 束 有 
办 法 使 欧洲 与 北美 洲 的 居民 形 成 一 一 对 应 的 关系。 而 且 ， 假 设 在 这 种 
关系 中 ， 体 重 、 喘 高 与 年 龄 等 属性 能 够 广 格 地 相互 对 应 ， 但 是 性 别 却 
ADOT: 每 名 男性 对 应 一 名 女性 ， 每 名 女性 则 对 应 一 名 男性 。 李 群 
与 其 衣 兰 效 对 偶 群 的 对 应 关系 ， 束 与 这 种 错位 对 应 十 分 相似 。 


这 种 错位 对 应 实际 上 是 衣 兰 兹 纲领 最 为 神秘 的 一 个 方面 。 我 们 已 
经 掌握 了 好 几 种 描述 对 偶 群 形成 的 方法 ， 但 是 我 们 仍然 不 清末 其 形成 
的 缘由 ， 因 此 ， 我 们 试图 (通过 韦 伊 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ”) 将 朗 兰 效 纲领 
推广 到 数学 学 科 的 其 他 分 文 ， 以 及 量子 物理 领域 中 去 。 具 体 的 推广 过 
程 ， 我 们 将 在 下 一 章 中 讨论 。 我 们 希望 找 出 更 多 实例 ， 通 过 赋 完 关 苦 
效 对 侦 群 的 形成 过 程 ， 找 到 更 多 线索 ， 帮 助 我 们 了 解 这 些 对 侦 群 形成 
的 缘由 及 其 含义 。 


我 们 现在 来 看 一 下 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石 碑 ” 中 涉及 歼 曼 曲面 的 右 侧 轨 
道 。 在 上 一 章 中 我 们 已 经 讨论 过 ， 关 兰 效 关系 到 这 个 轨道 吏 结 束 了 。 
根据 角色 安排 ,与 李 群 G 有 关 的 自 守 函数 《或 自 守 表示 ) 这 个 角色 
由 “ 目 守 层 ” 来 扮演 。 人 研究 发 现 ， 这 些 目 针 层 “生活 ”在 与 黎 曼 曲面 X 和 群 
G 有 关 的 某 个 空间 中 。 这 个 空间 被 称 作 X 上 的 G 从 (G-bundle) 模 空 
间 ， 其 具体 含义 跟 现 在 我 们 讨论 的 内 容 关 系 不 大 。 第 9 章 已 经 介绍 过 ， 
构成 衣 兰 效 关 系 的 另 一 方 定 伽 罗 瓦 群 ， 该 角色 由 该 黎 受 曲面 的 基本 和 群 
扮演 。 我 们 发 现 ， 几 何 朗 兰 兹 关系 \ 亦 称 几 何 朗 兰 效 对 应 ) 可 以 用 下 
图 表示 : 


这 意味 着 ， 对 于 LG 中 基本 群 的 每 个 表示 ， 我 们 都 能 找到 一 个 目 守 
层 与 之 对 应 。 至 于 如 何 完成 这 个 操作 ， 德 林 费 尔 德 有 一 个 新 疾 的 想 
法 。 


内 景 : 德 林 费 尔 德 的 办 公 室 。 


德 林 费 尔 德 ， 因 此， 我 们 必须 找到 构建 这 些 自 守 层 的 系统 性 方 
法 。 我 认为 卡 次 - 称 迪 代数 表示 可 以 实现 这 个 目标 。 


爱德华 : 为 什么 ? 


德 林 费 尔 德 : 我 们 现在 研究 的 是 黎 曼 曲面 ， 黎 曼 曲面 可 能 有 边 
线 ， 边 线 会 构成 图。 


德 林 费 尔 德 在 黑板 上 画 了 一 幅 图 。 


德 林 费 尔 德 : 黎 曼 曲面 上 的 圈 可 以 使 我 们 联系 到 圈 群 ， 进 而 联 
系 到 卡 深 - 称 迪 代数 。 通 过 这 种 联系 ， 我 们 可 以 对 卡 次 - 称 迪 代数 表示 
进行 转换 ， 使 其 变 成 该 歼 曼 曲面 上 G 丛 模 空 间 中 的 层 。 细 这 里 就 不 
讨论 了 ， 整 个 过 程 我 用 这 幅 示 意图 来 表示 。 


德 林 费 尔 德 : 我 知道 图 中 第 二 个 箭头 的 含义 ， 但 我 不 知道 应 该 
如 何 理 解 第 一 个 第 头 。 费 金 同 我 介绍 了 你 在 卡 次 - 称 迪 代数 表示 领域 的 
人 研究， 我 认为 你 可 以 把 那些 研究 应 用 到 这 里 。 


爱德华 : 但 是 ， 李 群 G 的 卡 茨 - 穆 迪 代数 表示 应 该 对 朗 兰 效 对 偶 
群 LG“ 有 所 了 解 ” 才 对 啊 。 


德 林 费 尔 德 ， 没 错 。 

爱德华 : 这 怎么 可 能 呢 ? 

德 林 费 尔 德 ， 是 啊 ， 这 就 是 你 要 解决 的 问题 。 

在 我 看 来 ， 这 段 对 话 有 点 儿 像 电影 《墨客 帝国 》 里 尼 奥 与 墨 菲 斯 
能 


的 对 日 。 这 个 任务 既 让 我 觉得 兴奋 ， 义 让 我 有 点 儿 担 心 : 我 真能 在 了 
个 领域 有 所 发 现 吗 ? 


为 了 加 大 家 解释 我 解决 这 个 问题 的 方法 ， 我 移 要 解释 构建 黎 曼 
面 基本 群 表 示 的 一 个 有 效 方法 。 我 们 通常 会 利用 微分 方程 来 实现 这 
By ° 

oA Heh RNS AS SERN MOTE, KRESS 
直 公 路 上 行驶 的 汽车 为 例 来 解释 微分 方程 。 公 路 有 一 个 坐标 ， 我 们 把 
它 记 作 x， 在 时 间 点 t 上 汽车 所 处 的 位 置 用 函数 xD 来 表示 ， 例 如 


x(H=t? ° 


a 


曲 
a 


汽车 的 速率 是 汽车 行驶 过 的 距离 与 其 所 花 时 间 At 的 比值 : 


x(t+At)-x(2) 
At 


如 条 汽车 匀速 行驶 ， 那 么 我 们 所 取 的 At 值 对 结果 不 会 有 影响 。 但 
是 ， 如 果 汽 车 的 速度 在 变化 ， 那 么 At 越 小 ， 所 得 结果 吏 越 接近 于 汽车 
在 时 间 点 t 上 的 速度 。 为 了 准确 地 计算 出 汽车 在 该 时 点 的 即时 速度 ， 我 


们 需要 计算 当 At 趋 近 于 0 时 该 比值 的 极限 。 该 极限 就 是 x(D) 的 导 函 数 ， 
记 作 x'(t)。 


例如 ， 如 果 x()=t， 则 x'()=2t。 其 一 般 形式 为 ， 如 果 x(t)= 忆 ， 那 么 
x(D=ntml。 这 个 结果 不 难得 出 ， 但 在 这 里 我 们 不 做 讨论 。 


自然界 的 很 多 定理 都 可 以 用 微分 方程 《或 者 包含 画 数 及 其 导 函 数 
的 方程 ) 来 表示 。 例 如 ， 我 们 在 下 一 章 要 讨论 的 描述 电磁 现象 的 麦克 
斯 韦 方 程 组 就 是 微分 方程 ， 描 述 万 有 引力 的 爱 因 斯 坦 方程 也 是 微分 方 
程 。 事 实 上 ， 大 多 数 数学 模型 (无论 涉 及 物理 、 生 物 、 化 学 还 是 金融 
市 场 ) 都 用 到 了 微分 方程 。 即 使 是 对 于 涉及 个 人 财务 状况 (例如 如 何 
计算 复 利 ) 的 最 简单 的 问题 ， 我 们 也 需要 使 用 微分 方程 。 


下 面 是 微分 方程 的 一 个 例子 : 


2x(t) 
ae 2 


RA X()=t7 FE KD TT BA — PAR oo x(D=2t, 2x(t/t=207/t=2t, th 
就 是 说 ， 将 x(D= 刀 代入 方程 式 两 边 ， 会 得 到 相同 的 结 2t。 此 外 ， 
我 们 还 发 现 ， 该 方程 式 的 所 有 根 都 具有 x(t)=Ce 的 形式 ， 其 中 C 是 与 无 
天 的 实数 (C 表 示 “ 常 数 ”) 。 例 如 ，x(D=54 是 一 个 根 。 

同 理 ， 下 面 的 微分 方程 : 


x(t) 1 


其 根 的 形式 为 xD=Cea， 其 中 C 为 任意 实数 。 


在 上 述 方 程式 中 ，n 可 以 为 负 整 数 ， 此 时 方程 式 仍然 有 意义 ， 
x(D=Ca 也 有 意义 。 但 是 ， 该 方程 式 在 扩 0 时 没有 意义 ， 因 此， 我 们 不 
著 虚 {=0 的 情况 。 在 t 不 等 于 零 的 情况 下 ，n 可 以 是 任意 有 理 数 ， 其 至 十 
任意 实数 。 


在 该 微分 方程 的 原始 表达 式 中 ， 我 们 把 定义 为 时 间 ， 因 此 我 们 假 


设 t 是 实数 。 现 在 ,我 们 假设 十 复数， 因此 (的 表达 式 为 rsy 一 ] 二 
和 s 为 实数 。 我 们 在 第 9 草 讨论 过 ， 复 数 可 以 借助 坐标 数字 r 和 s 表 示 成 
平面 上 的 点 。t 一 旦 取 值 为 复数 ，x(0) 实 际 上 就 是 平面 上 的 函数 ， 准 确 
地 说 ， 应 该 是 去 反 了 一 个 点 的 平面 ， 因 为 在 皇 0 时 ， 函 数 x(D 没 有 意 
义 。t=0 时 的 点 就 是 平面 的 原点 〈 坐 标 r 和 s 都 等 于 零 ) ， 所 以 ，x(0 是 去 
掉 了 一 个 点 ( 即 原点 ) 的 平面 的 函数 。 


我 们 在 第 9 章 讨论 过 ， 基 本 群 的 元 素 是 闭合 路 人 径 。 现 在 ， 我 们 考虑 
去 挥 一 个 点 的 平面 的 基本 群 。 在 这 种 情况 下 ， 所 有 闭合 路 径 部 有 一 
个 “回转 数 ”(winding number) : 路 径 围 绕 被 去 掉 的 那个 点 运动 的 图 
数 。 如 采 路 径 是 堵 时 针 方 癌 的 ， 我 们 束 给 赋予 该 数字 正 值 ， 如 采 路 径 
征 顺 时 针 方 问 是 ， 则 赋予 该 数字 负 值 。 下 图 给 出 了 回转 数 为 +1 和 -1 的 
闭合 路 径 。 


回转 数 为 +1l 回转 数 为 -1 


对 于 旋转 两 周 然后 与 目 身 相交 并 回 到 起 始点 的 路 径 ， 其 回转 数 为 
+2 或 -2。 其 他 的 复杂 路 径 依 此 类 推 。 


下 面 ， 我 们 回 到 微分 方程 : 


nx(t) 
1 


x'(t) = 


其 中 ，n 是 任意 实数 ，{ 为 复数 。 该 方程 式 有 一 个 根 为 x(t)=， 不 
过 ， 这 里 会 有 一 个 令 人 吃惊 的 发 现 : 如 有 果 n 不 是 整数 ， 那 么 ， 在 我 们 在 
沿 着 平面 上 一 条 回 到 起 始点 的 闭合 路 径 计算 方程 根 的 值 时 ， 方 程 根 在 
终点 处 的 值 ， 不 一 定 等 于 它 在 起 点 处 的 值 ， 而 是 等 于 起 点 处 的 值 与 一 
个 复数 的 乘积 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 该 方程 根 在 该 路 径 上 具有 单 值 
PE ° 


如 果 有 人 说 ， 我 们 在 运动 了 一 整 圈 之 后 所 处 的 位 置 发 生 了 变化 ， 
那么 我 们 可 能 会 认为 这 个 说 法 有 屠 沼 识 ， 甚 至 目 相 巴 慎 。 但 是 ， 实 际 
情况 的 确 像 他 们 说 的 那样 ， 这 取决 于 我 们 对 运动 一 整 圈 的 理解 。 我 们 


可 以 穿 过 一 个 闭合 路 径 ， 回 到 某 个 属性 (例如 空间 位 置 ) 上 的 同一 
点 ， 但 是 ， 在 运动 的 过 程 中 ， 其 他 属性 却 完全 有 可 能 发 生 改变 。 


我 们 来 看 下 面 这 个 例子 。2010 年 3 月 14 日 ， 瑞 克 在 一 次 晚 实 上 遇 到 
了 伊 尔 莎 ， 并 对 她 一 见 钟情 。 伊 尔 莎 虽然 对 瑞 克 并 没有 多 少 特别 的 感 
觉 ， 但 她 同意 与 后 者 交往 。 在 一 次 又 一 次 约会 之 后 ， 伊 尔 莎 逐渐 爱 上 
了 瑞 克 。 是 啊 ， 他 风趣 该 谐 ， 反 应 机 敏 ， 又 非常 关心 她 。 很 自然 地 ， 
伊 尔 莎 就 了 给 入 了 爱河 ， 她 甚至 在 脸谱 网 上 把 自己 的 状态 改 为 “热恋 
中 ”。 瑞 克 同 样 如 此 。 时 光 飞 逝 ， 到 了 2011 年 3 月 14 日 ， 距 他 们 第 一 次 
见面 已 经 过 去 一 年 了 。 从 日 历 上 来 看 〈 如 果 不 考 虑 年 份 ， 只 看 日 
期 ) ， 瑞 克 和 伊 尔 莎 经 历 了 一 个 完整 的 周期 。 但 是 ， 两 人 的 情况 与 最 
初时 已 经 不 同 了 。 他 们 相遇 时 ， 瑞 克 爱 上 了 伊 尔 莎 ， 而 伊 尔 莎 并 没有 
爱 上 瑞 克 。 一 年 后 的 情况 就 不 一 样 了 : 他 们 对 对 方 的 爱 可 能 是 相当 
的 ;也 有 可 能 是 伊 尔 莎 爱 得 死心 塌 地 ， 而 瑞 克 的 爱情 则 是 不 咸 不 淡 ; 
甚至 有 可 能 瑞 克 已 经 不 爱 伊 尔 莎 了 ， 转 而 与 别人 秘密 约会 。 我 们 无 从 
知晓 这 些 ， 我 们 需要 关注 的 是 ， 尽 管 他 们 回 到 了 日 历 上 的 同一 个 日 期 
一 一 3 月 14 日 ， 但 他 们 对 对 方 的 感情 却 发 生 了 显著 的 变化 。 


不 过 ， 我 父亲 却 认 为 这 个 例子 容易 让 人 迷惑 ， 因 为 我 们 会 形成 错 
觉 ， 以 为 瑞 元 和 伊 尔 莎 回 到 了 以 前 的 菜 个 时 间 。 这 是 不 可 能 的 ， 我 强 
调 的 只 是 某 种 具体 属性 ， 即 日 期 。 从 这 个 意义 上 看 ， 从 2010 年 3 月 14 日 
到 2011 年 3 月 14 日 ， 的 确 是 一 个 完整 的 周期 。 


不 过 ， 考 虑 空间 的 财 合 路 径 可 能 会 取得 更 好 的 效果 。 因 此 ， 我 们 
假设 瑞 元 和 伊 尔 沙 交 往 后 他 们 便 一 起 周游 世界 。 在 旅 阮 中， 他 们 的 感 
情 不 断 升温 ， 等 他 们 回 到 出 发 地 点 (他 们 的 家 乡 ) 时 ， 他 们 彼此 之 间 
的 感情 已 经 发 生 了 变化 。 


在 第 一 种 情况 下 ， 我 们 有 一 条 闭合 的 时 间 路 径 (具体 地 说 ， 就 是 
日 期 ) ， 而 在 第 二 种 情况 下 ， 我 们 有 一 条 闭合 的 空间 路 径 。 但 是 ， 我 
们 经 由 两 条 不 同 的 路 径 得 出 的 结论 是 相似 的 : 双方 的 关系 可 能 沿 着 一 


条 闭合 路 径 发 生 了 变化 。 这 两 个 假设 反映 了 一 个 现象 ， 即 爱情 的 单 值 
| 


在 数学 上 ， 我 们 可 以 用 数字 x 表 示 瑞 区 对 伊 尔 水 的 感情 ， 用 数字 y 
表示 伊 尔 水 对 瑞 克 的 感情 。 因 此 ， 在 各 个 时 点 上 他 们 的 相互 关系 融 可 
以 表示 成 平面 上 坐标 为 (x，y) 的 点 。 例 如 ， 在 第 一 种 假设 中 ， 他 们 
第 一 天 相遇 时 的 关系 坐标 为 (1，0) 。 然 后 ， 当 他 们 的 相互 关系 沿 一 
条 闭合 路 径 (时 间或 空间 路 径 ) 运动 时 ， 点 的 位 置 也 会 随 之 变化 。 因 
此 ， 他 们 的 相互 关系 可 以 利用 xy 平 面 上 的 曲线 表示 ， 单 值 性 表明 曲线 
的 起 点 与 终点 的 值 是 不 同 的 。 


我 们 再 举 一 个 不 那么 痕 漫 的 例 和 于。 假设 你 汽 痢 蝶 旋 形 楼 梯 爬 了 一 
层 楼 。 从 你 在 地 面 上 的 投影 来 看 ， 你 走 的 路 线 是 一 个 环形 。 但 是 ， 改 
一 个 属性 (海拔 高 度 ) 也 改变 了 ， 你 仆 高 了 一 层 。 这 也 是 单 值 性 的 表 
现 。 我 们 可 以 把 这 个 例子 与 第 一 个 例子 联系 起 来 : 日 历 束 像 一 个 蝶 
旋 ， 一 年 365 天 残 像 地 面 上 的 环形 ， 而 年 份 则 像 海 拔高 度 。 因 此 ， 从 一 
个 给 定 的 日 期 ， 例 如 2010 年 3 月 14 日 开始 ， 运 动 到 一 年 后 的 同一 个 日 
期 ， 这 种 变化 与 跟 爬 楼 梯 十 分 相似 。 


我 们 接着 讨论 上 述 微 分 方程 的 根 的 情况 。 平 面 上 的 闭合 路 径 束 像 
你 运动 轨迹 的 投影 在 地 面 上 形成 的 那 条 闭合 路 径 ， 而 方程 式 的 根 则 像 
你 在 楼 梯 上 所 处 的 海拔 高 度 。 从 这 个 角度 看 束 不 难 理解 ， 在 转 了 一 整 
轿 之 后 ， 为 什么 方程 式 的 根 变 得 与 初始 值 不 同 了 。 


计算 这 两 个 值 的 比值 ， 我 们 就 能 得 到 方程 式 的 根 在 这 条 路 径 上 的 
单 值 。 人 研究 发 现 ， 该 单 值 性 可 以 被 视 为 循环 群 的 一 个 元 素 。 举 个 例 
子 ， 假 设 我 们 可 以 把 手杖 糖 弯曲 变 成 环形 ， 糖 上 的 红色 条 纹 束 形成 了 
一 个 圈 ， 沿 着 红色 条 纹 的 路 径 则 像 上 述 平面 上 的 财 合 路 径 。 因 此 ， 红 
色 条 纹 圈 就 古 我 们 讨论 的 方程 式 的 根 。 我 们 沿 着 这 条 红色 条 纹 在 糖 上 
走 一 圈 ， 通 常会 回 到 一 个 与 起 点 不 同 的 位 置 。 两 者 位 置 之 间 的 差异 整 
像 方程 根 的 单 值 性 ， 对 应 的 是 将 糖 圈 旋转 某 个 角度 的 操作 。 


对 于 回转 数 为 +1 的 闭合 路 径 而 言 ， 其 单 值 是 循环 群 中 与 360n 度 旋 
转 操作 相对 应 的 元 素 。 〈 例 如 ， 如 果 n 等 于 6， 那么 我 们 为 这 条 路 径 
赋值 360/6 =60 度 。) 同 理 ， 对 于 回转 数 为 @ 的 闭合 路 径 而 言 ， 其 单 值 
就 是 360wn 度 旋转 操作 。 


上 述 讨论 表明 ， 在 去 掉 一 个 点 的 平面 上 ， 不 同 路 径 的 单 值 会 产生 
循环 群 中 基本 群 的 一 个 表示 。 在 对 这 个 结果 进行 推广 的 过 程 中 我 们 发 
现 ， 通 过 计算 任意 歼 曼 曲面 〈 跟 上 述 情 况 一 样 ， 该 曲面 可 能 会 去 掉 某 
些 点 ) 上 微分 方程 的 单 值 ， 我 们 可 以 构建 出 该 曲面 基本 群 的 表示 。 这 
些微 分 方程 比 上 面 讨论 的 更 复杂 ， 但 是 在 曲面 上 某 个 点 的 邻 域 ， 它 们 
的 复杂 程度 与 我 们 所 讨论 的 基本 差不多 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 ， 通 
过 计算 更 复杂 的 方程 根 的 单 值 ， 为 循环 群 以 外 的 李 群 中 的 给 定 黎 曼 曲 
面 构建 基本 群 表示 。 例 如 ， 我 们 可 以 在 群 SO(3) 中 构建 基本 群 表 示 。 


我 们 接着 讨论 我 遇 到 的 这 个 难题 : 从 李 群 G 着 手 ， 求 取 对 应 的 卡 
深 - 称 迪 代 数 表 示 。 德 林 费 尔 德 的 猜想 需要 找 出 该 卡 次 - 称 迪 代数 表示 
与 朗 兰 效 对 偶 群 G 中 基本 群 表示 之 间 的 联系 。 


第 一 步 是 ， 找 到 合适 的 、 单 值 在 Lc 中 取 值 的 微分 方程 ， 用 它 来 取 
代 基 本 群 表示 。 这 个 步骤 更 贴近 代数 的 特点 ， 因 而 与 卡 次 - 穆 迪 代数 领 
域 也 更 接近 。 早 在 德 林 费 尔 德 被 “放逐 ”到 马 法 时 ， 他 残 和 索 科 洛 夫 合 
作 ， 提 出 了 适用 于 该 步骤 的 微分 方程 类 型 (从 本 质 上 看 ， 这 些 方程 式 
对 应 的 是 我 们 上 文 讨 论 的 去 掉 了 一 个 点 的 平面 ) 。 随 后 ， 贝 林 森 和 德 
林 费 尔 德 将 这 个 成 果 推 广 至 任意 歼 曼 曲面 ， 并 将 所 得 到 的 微分 方程 命 
名 为 “oper”( 算 子 方程 ) 。 


我 在 毛 写 博士 论文 时 ， 以 我 与 伯 亚 在 莫斯科 共同 取得 的 研究 成 果 
为 基础 ， 以 与 衣 兰 兹 对 侦 群 LG 相对 应 的 算 子 方程 为 参数 ， 成 功 地 构建 
了 李 群 G 的 卡 次 - 称 迪 代数 表示 。 两 者 之 间 的 确 存 在 某 种 让 人 意 想 不 到 
的 联系 : 与 李 群 G 相 关 的 卡 深 - 称 迪 代数 苋 然 “认识 ” 表 兰 兹 对 侦 群 LG， 


这 与 德 林 费 尔 德 猜测 的 情况 不 谋 而 合 。 这 样 一 来 ， 他 的 研究 计划 融 变 
成 了 下 图 所 示 的 情况 : 


Lo PX WEAR RAR 笋 曼 曲 面 上 的 算 子 方 程 


要 证 明 我 得 出 的 这 个 结论 ， 在 技术 上 大 为 坏 手 。 我 能 解释 妆 兰 歼 
对 侦 群 是 如 何 形 成 的 ， 但 是 ， 即 使 在 20 多 年 后 的 今天 ， 我 仍然 无 法 弄 
清楚 其 中 的 缘由 。 我 解决 了 德 林 费 尔 德 交 给 我 的 任务 ， 但 是 一 想到 时 
个 东西 攒 至 出 现 ， 而 我 却 无 法 了 解 其 来 龙 去 脉 ， 我 区 会 耿耿 于 怀 ， 无 
法 体会 问题 最 终 得 到 解决 时 的 那 种 满足 感 。 从 那 以 后 ， 寻 找 更 完整 的 
解释 惑 成 了 我 癸 究 工作 的 一 个 内 容 。 


这 种 情况 并 不 少见 。 一 个 人 证 明了 某 个 猜想 ， 其 他 人 就 会 验证 这 
个 证 明 过 程 ， 新 的 研究 成 果 又 会 使 该 领域 取得 新 的 进展 。 但 是 ， 要 真 
正 了 解 这 个 领域 ， 却 需要 几 年 甚至 儿 十 年 的 时 间 。 我 知道 ， 即 使 我 无 
法 找到 正确 答案 ， 我 后 面 的 一 代 又 一 代数 学 人 也 会 继续 攻克 这 个 难 
天 。 不 过 ， 我 目 然 更 布 望 我 能 亲 目 完成 这 项 任务 。 


贝 林 森 和 德 林 费 尔 德 随后 又 利用 我 的 博士 论文 中 提出 的 这 个 猜 
想 ， (在 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石 碑 ” 右 侧 的 轨道 上 ) 成 功 地 构建 出 美丽 的 几何 
学 意义 上 的 表 兰 兹 关系 。 他 们 的 杰出 成 采 为 朗 兰 兹 纲领 的 研究 打开 了 
新 的 篇 章 ， 在 这 个 领域 提出 了 碳 具 洞察 力 的 新 想法 ， 也 进一步 拓展 了 
这 一 研究 领域 。 


后 来 ， 我 在 专著 《 圈 群 的 表 兰 效 对 应 》 (Langlands 
Correspondence for Loop Groups) 中 对 我 在 这 个 领域 的 研究 成 果 [ 其 中 


有 一 部 分 成 果 是 我 与 伯 亚 合作 完成 的 ， 还 有 一 部 分 成 果 是 我 与 丹尼斯 . 
盖 次 哥 利 (Dennis Gaitsgory) 合作 完成 的 ] 进 行 了 总 结 ， 这 本 书 的 英文 
版 由 剑桥 大 学 出 版 社 于 2007 年 出 版 % 20 年 前 的 那个 晚上 ， 我 离开 了 伯 
亚 的 别墅 ， 在 回 家 的 列车 上 创造 了 第 一 个 卡 钦 - 移 迪 代数 目 由 场 实 现 公 
式 。 在 埋头 计算 时 我 几乎 没有 意识 到 ， 从 此 以 后 我 会 走 上 研究 衣 兰 效 
纲领 的 漫漫 征程 。 


在 我 的 那 本 书 中 ， 我 选用 了 自己 最 喜爱 的 诗人 爱德华 . 埃 斯 特 林 . 卡 
明 斯 (E. EE. Cummings) 在 1931 年 写 下 的 诗句 作为 引 语 。 


品 芋 掏 透 的 几何 学 迈 着 轻 鳃 的 步履 
从 骄 做 孤寂 的 代数 王国 穿梭 而 过 
却 与 一 母 所 生 的 冷冰冰 的 算术 撞 了 个 满怀 .…… 


在 我 眼中， 这 几 句 诗 描述 的 正 是 我 们 在 研究 朋 兰 歼 纲 领 时 所 追求 
的 目标 : 将 几何 学 、 代 数 和 算术 ( 即 数论 ， 和 谐 地 统一 起 来 。 这 是 现 
代 社 会 的 炼金 术 。 


贝 林 和 森 和 德 林 费 尔 德 的 研究 成 采 解 决 了 数学 领域 中 儿 个 长 期 明和 而 
未 决 的 问题 ， 同 时 又 提出 了 一 些 新 问题 。 数 学 研究 具有 这 样 的 特点 : 
每 一 次 取得 的 研究 成 果 都 会 把 未 知 领域 的 面纱 探 起 一 个 角 ， 但 我 们 看 
到 的 却 并 非 最 终 答案 ， 而 是 新 的 问题 或 新 的 方向 。 因 此 ， 每 一 个 发 现 
都 不 会 让 我 们 功 成 喘 退 ， 而 古 激 励 我 们 继续 鼓 起 干劲 儿 ， 在 求索 的 道 
路 上 大 步 前 进 。 


mK OOK OK 


1991 年 5 月 ， 我 参加 了 哈佛 大 学 的 博士 生 毕 业 典 礼 。 这 次 毕业 典礼 
对 我 有 着 特别 的 意义 ， 因 为 在 毕业 典礼 上 发 言 的 是 爱德华 . 谢 瓦 尔 德 纳 
泽 (Eduard Shevardnadze) ， 他 是 苏联 政治 经 济 改革 的 策划 者 之 一 。 


此 前 不 入， 为 了 抗议 波罗的海 儿 个 国家 发 生 的 暴力 事件 ， 威 慑 刚刚 雷 
头 的 独裁 统治 ， 他 惯 然 苹 去 了 苏联 外 区 部 部 长 的 职务 。 


在 毕业 典礼 的 那个 阳光 灿烂 、 喜 气 详 详 的 日 子 里 ， 我 只 想 对 他 说 
声 “ 谢 谢 ”， 我 要 感谢 他 帮助 了 我 ， 也 帮助 了 祖国 的 千 千 万 万 的 同胞 。 


他 的 发 言 结束 后 ， 我 走 上 前 去 告诉 他 ， 得 益 于 他 发 起 的 苏联 政治 
经 济 改革 ， 我 获得 了 哈佛 大 学 的 博士 学 位 。 他 操 着 市 有 迷人 的 格 鲁 吉 
亚 口 音 的 俄语 ， 实 着 对 我 说 :“ 我 非 第 高 兴 听 到 这 个 消 恩 。 视 愿 你 在 研 
究 中 取得 丰硕 成 果 。” 他 停顿 了 一 下 ， 接 着 又 说 :“ 同 时 ， 视 你 的 生活 
美满 幸福 。” 


第 二 天 ， 我 乘 飞 机 去 了 意大利 ， 维 克 多 : 卡 次 洲 请 我 出 席 他 和 意 大 
利 同事 克拉 多 . 德 孔 奇 尼 (Corrado De Concini) 在 比萨 组 织 的 一 个 会 
议 。 之 后 ,我 从 比 院 飞 往 科 西 嘉 岛 参加 第 二 个 会 议 ， 随 后 飞 到 日 本 东 
都 ， 出 遍 第 三 个 会 议 。 出 局 这 些 会 议 的 都 十 对 卡 次 - 称 迪 代数 及 其 在 量 
子 物理 中 的 应 用 感 兴趣 的 数学 家 和 物理 学 家 ， 我 报告 了 我 刚刚 完成 的 
研究 项 目 。 大 多 数 与 会 者 部 是 第 一 次 听 说 朗 三 效 纲领 ， 他 们 无 一 例外 
地 表现 出 浓厚 的 兴趣 。 现 在 回想 当时 的 情境 ， 我 惊讶 地 发 现 ， 这 些 年 
来 数学 领域 已 经 发 生 了 翻天 宪 地 的 变化 。 如 今 ， 表 兰 效 纲领 已 经 个 看 
作 现 代数 学 的 一 个 基石 ， 是 众多 学 科 中 人 人 们 耳熟能详 的 一 个 概念 。 


这 是 我 的 第 一 次 环球 旅行 。 我 接触 到 不 同 的 文化 ， 而 数学 是 通 用 
语言 ， 把 我 们 彼此 联系 在 一 起 。 一 切 都 是 那么 美好， 整个 世界 束 像 一 
个 巨大 的 万 花 简 ， 强 藏 着 无 限 的 可 能 性 。 


一 一 第 16 章 
地 球 人 和 火星 人 


前 文中 我 们 已 经 讨论 过 ， 朗 兰 效 纲领 可 以 贯穿 数论 、 有 限 域 平面 
上 的 曲线 乃至 黎 受 曲面 ， 使 数学 中 的 多 个 分 文 领域 发 生 天 联 ， 殉 连 卡 
次 - 移 迪 代数 表示 也 被 融入 其 中 。 由 此 我 们 发 现 ， 在 这 些 不 同 的 数学 领 
域 中 存在 着 相同 的 模式 和 现象 。 虽 然 它 们 表现 形式 不 一 ， 但 我 们 总 能 
找到 一 些 相同 的 特征 〈 例 如 朗 兰 效 对 偶 群 ) ， 这 些 共同 特征 又 指向 所 
有 数学 分 支 中 披 着 神秘 面纱 的 底层 结构 (我 们 也 许可 以 称 之 为 源 代 
码 ) 。 从 这 个 意义 上 看 ， 朗 兰 兹 纲领 就 是 数学 领域 中 的 大 统一 理论 。 


我 们 还 发 现 ， 我 们 在 学 校 里 学 习 的 一 些 最 普通 的 数学 概念 ( 数 
FRM TEAS) ， 有 了 时 相互 交织 ， 有 了 时 披 着 层 层 伪装 ， 有 时 又 
会 被 分 解 得 文 离 破碎 ， 它 们 并 不 像 看 上 去 的 那样 位 单 易 刷 。 现 代数 学 
中 引入 了 很 多 内 容 深 奥 、 应 用 广泛 的 概念 与 想法 ， 如 向 量 空间 、 对 称 
群 、 以 质数 为 模 的 运算 、 层 等 。 因 此 ， 数 学 远 比 我 们 看 到 的 要 丰富 多 
彩 ， 肯 兰 兹 纲领 更 让 我 们 领略 到 数字 的 神秘 。 到 目前 为 止 ， 我 们 仍 无 
法 和 里 见 数学 的 全 貌 。 我 们 束 像 一 群 考古 学 家 ， 探 在 我 们 面前 的 是 一 堆 
十 文物 碎片 ， 我 们 需要 不 断 地 收集 它们 ， 然 后 努力 地 完成 拼 闭 工作 。 
每 一 个 新 证 据 都 会 给 我 们 带 来 新 的 认识 ， 都 是 揭示 谜底 的 新 工具 。 但 
征 ， 每 次 有 新 发 现 ， 我 们 又 会 觉得 目 己 面 对 的 是 无 穷 无 尽 的 变化 ， 很 
难 措 清 头绪 。 


在 德 林 费 尔 德 的 帮助 下 ， 我 在 研究 卡 次 - 称 迪 代数 时 结合 了 衣 三 效 
纲领 ， 从 而 为 全 究 这 个 神秘 世界 找到 了 一 个 切入 点 。 明 兰 效 纲领 博大 
精深 ,涉及 数学 研究 的 方方面面 ， 青 一 接触 我 束 深 深 为 之 着迷 。 我 拼 
命 外 人 研 与 朗 兰 效 纲领 有 关 的 所 有 观点 和 想法 ， 而 且 ， 我 的 大 部 分 研究 
工作 要 么 直接 以 表 宇 效 纲领 为 对 象 ， 要 么 会 受到 并 三 效 纲领 这 样 或 那 
样 的 局 发 。 我 游 走 于 数学 王国 的 各 个 大 陆 之 间 ， 学 习 各 种 数学 文化 和 


we 


MEET, BRASH AH, BRERA ERAT HA 
例外 。 如 前 文 所 说 ， 我 发 现 了 一 个 惊天 秘密 : BRE EAA 


物理 学 之 间 存 在 难以 分 割 的 联系 ， 而 且 ， 连 接 它 们 的 纽 市 是 对 倘 性 ， 
这 古物 理学 与 数学 中 都 存在 的 一 个 属性 。 


也 许 ， 在 物理 学 中 寻找 对 偶 性 会 让 人 觉得 奇怪 ， 但 是 从 一 定 意 义 
上 来 说 ， 物 理学 中 的 对 偶 性 实际 上 是 我 们 大 家 都 习以为常 的 一 个 概 
念 。 我 们 以 电 和 磁 为 例 ， 尽 管 这 两 个 概念 似乎 相距 甚 远 ， 但 是 我 们 可 
以 通过 一 个 数学 理论 ， 即 电位 理论 ， 来 描述 它们 。 在 该 理论 中 ， 我 们 
可 以 用 隐藏 的 对 偶 性 来 实现 电力 与 磁力 的 相互 转化 。 (我 们 在 下 文 将 
详细 讨论 这 个 过 程 。) 20 世 纪 70 年 代 ， 物 理学 家 们 试图 将 这 种 对 偶 性 
推广 至 * 非 可 换 规 范 场 论 ” (non-abelian gauge theory) 。 该 理论 描述 的 
是 原子 核 的 作用 力 ， 包 括 将 奔 克 束缚 在 质子 、 中 子 和 其 他 基本 粒子 中 
的 “ 强 ” 作 用 力 ， 以 及 导致 放映 性 聚变 的 “ 弱 * 作 用 力 。 


所 有 规范 场 论 的 核心 内 容 都 是 一 种 李 群 ， 叫 作 规范 群 。 电 磁 理 论 
从 某 种 意义 上 说 古 最 简单 的 规范 场 论 ， 其 规范 群 是 我 们 已 经 非常 熟悉 
的 循环 群 ( 即 圆 形 物体 的 旋转 操作 群 ，。 该 群 是 一 个 可 换 群 ， 也 就 古 
说 ， 在 任意 两 个 元 素 的 乘法 运算 中 ， 调 换 这 两 个 元 素 的 先后 次 序 对 乘 
积 没 有 影响 : axb=bxa。 但 是 ， 对 于 强 弱 相互 作用 的 电磁 理论 而 言 ， 
其 对 应 的 规范 群 是 非 可 换 群 ， 即 在 该 规范 群 中 ，axbzbxa。 因 此 ， 我 
们 称 其 为 非 可 换 规范 场 论 。 


20 世 纪 70 年 代 ， 物 理学 家 发 现 非 可 换 规 范 场 论 中 存在 与 电磁 对 偶 
性 类 似 的 特点 ， 不 过 ， 其 对 偶 性 发 生 了 奇怪 的 扭曲 。 研 究 发 现 ， 如 果 
我 们 有 规范 群 为 G 的 规范 场 论 ， 那 么 在 其 对 侦 规 范 场 论 中 ， 规 范 群 义 
是 另外 一 个 群 ， 即 朗 兰 效 对 侦 群 Lc，LG 是 朗 兰 效 纲领 中 的 一 个 重要 概 
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我 们 可 以 把 数学 和 物理 看 成 两 个 不 同 的 星球 ， 比 如 地 球 和 火星 。 
我 们 发 现 地 球 上 的 大 陆 之 间 存 在 某 种 关系 ， 通 过 这 种 关系 ， 欧 洲 的 每 
个 人 都 和 北美 洲 的 某 一 个 人 建立 了 联系 : 他 们 的 吴 高 、 体 重 和 年 龄 都 


相同 ， 但 是 ， 他 们 的 性 别 正好 相反 (就 像 李 群 与 其 朗 兰 效 对 侦 群 之 间 
的 关系 发 生 了 扭曲 一 样 )》。 然 后 ， 某 一 天 ， 我 们 直到 了 一 位 从 火星 来 
的 人 。 他 告诉 我 们 ， 他们 发 现在 火星 的 不 同 大 陆 之 间 也 存在 这 种 天 
系 ， 茶 个 大 陆 上 的 每 个 人 都 能 与 另 一 个 大 陆 上 的 某 一 个 人 建立 起 联 
AR: 他 们 的 身高 、 体 重 和 年 龄 相同 ， 但 是 他 们 的 性 别 正 好 相反 。 (有 
没有 人 知道 火星 人 是 不 是 也 跟 我 们 一 样 ， 只 有 两 种 性 别 ? ) 我 们 听 到 
这 番 话 之 后 ， 一 下 子 束 惊 有 未 了。 看 来 地 球 人 之 则 的 这 种 关系 与 火星 人 
之 则 的 这 种 关系， 两 者 之 间 苋 然 存在 某 种 联系 。 为 什么 会 这 样 呢 ? 


同样 的 道理 ， 衣 兰 效 对 偶 群 同时 出 现在 数学 与 物理 学 中 ， 人 们 目 
然 会 认为 ， 数 学 领域 中 的 开 兰 效 纲领 肯定 与 物理 学 领域 中 的 电磁 对 侦 
性 之 间 存 在 某 种 联系 。 但 是 ， 近 30 年 过 去 了 ， 仍 然 没 有 人 对 此 有 所 发 
现 。 


几 年 来 ， 我 不 止 一 次 与 爱德华 : 威 滕 (Edward Witten) 探讨 过 这 个 
问题 。 威 腾 是 普林斯顿 高 等 研究 院 的 教授 ， 他 十 公认 的 当代 最 杰出 的 
理论 物理 学 家 。 他 尤为 擅长 将 量子 物理 的 复杂 工具 应 用 到 理论 数学 的 
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家 ， 菲 尔 效 交 是 数学 界 分 量 最 重 的 一 个 奖项 。 


Be fe? BUR (Edward Witten) ， 当 代 著 名 犹太 裔 美国 物理 学 家 、 数 学 家 


威 滕 和 希望 能 找到 量子 对 偶 性 与 衣 兰 效 纲领 之 间 可 能 存在 的 某 种 联 
系 ， 为 此 他 经 党 与 我 讨论 这 个 问题 。 他 来 哈佛 大 学 或 者 麻 省 理工 学 院 
时 ， 常 会 到 我 在 哈佛 大 学 的 办 公 室 ， 我 去 普林斯顿 大 学 时 也 第 会 去 他 
的 办 公 室 。 讨 论 激 励 着 我 们 不 断 努 力 ， 却 一 直 没 有 取得 任何 进展 。 很 
明显 ， 我 们 的 研究 在 某 些 重要 环 市 还 有 从 缺 ， 有 答 取 得 新 的 发 现 。 


终于 ， 一 件 意 想不到 的 事 给 了 我 们 灵感 。 
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2003 年 ， 我 在 罗马 参加 一 个 会 议 期 间 ， 收 到 了 我 的 老 朋友 、 同 事 
BE AEST (Kari Vilonen) 发 来 的 一 封 电 子 邮 件 。 卡 雷 是 芬兰 人 ， 也 
古 一 位 交游 其 广 的 数学 家 。 我 刚 到 哈佛 大 学 时 ， 他 和 他 的 未 婚 妻 玛 带 


娜 带 我 去 波士顿 的 一 家 体育 酒吧 ， 观 看 红 袜 队 的 一 场 棒球 季 后 赛 。 可 
惜 的 是 ， 红 袜 队 输 了 ， 但 那 确实 是 一 场 值得 回味 的 比赛 。 从 此 以 后 ， 
我 们 成 了 好 朋友 ， 合 作 完 成 了 几 篇 关于 朗 兰 兹 纲领 的 论文 〈 合 著者 还 
有 数学 家 丹尼斯 - 盖 深 哥 利 ) ， 还 有 一 个 关于 朗 兰 兹 关系 的 重要 个 例 的 
证 明 。 


卡 雷 (当时 在 西北 大 学 任教 ， 在 邮件 中 告诉 我 ，DARPA (美国 国 
防 部 高 级 研究 计划 局 ，the Defense Advanced Research Projects 
Agency) 的 人 找到 了 他 ， 希望 为 朗 兰 效 纲领 的 研究 提供 资金 支持 。 


DARPA 是 美国 国防 部 下 属 的 一 个 研究 部 门 。1957 年 ， 苏 联 发 射 了 
第 一 颗 人 造 地 球 卫 星 ， 随 后 美国 国防 部 便 成 立 了 该 部 门 ， 其 任务 是 推 
动 美国 取得 科技 进步 。 


我 登录 DARPA 网 站 ， 读 到 了 下 面 这 上 段 文字 : 


AT SEMA CHAT, BAER UATE PAD, Seb 
他 们 采用 各 门 学 科 的 研究 方法 ， 通 过 基础 研究 实现 科学 知识 方面 的 
突破 。 同 时 ， 通 过 应 用 研究 研发 各 种 创新 型 技术 ， 解 决 当下 的 实际 
问题 。DARPA 的 科学 人 研究 工作 将 涵 了 各 个 方面 ， 包 括 实验 室 工 作 
和 所 有 知识 的 验证 工作 .…….DARPA 作 为 美国 国防 部 创新 工作 的 主 
引擎， 承担 的 项 目 应 具备 历时 短 、 创 新 效果 持久 的 特点 。 


多 年 来 ，DARPA 货 助 了 大 量 与 应 用 数学 和 计算 机 科学 相关 的 研究 
项 目 ， 例 如 ， 该 机 构 负 责 设计 了 ARPANET 了 网络 《因特网 的 前 身 ) 。 不 
过 ， 据 我 所 知 ， 该 机 构 以 前 从 未 资助 过 理论 数学 研究 项 目 ， 那 么 这 一 
次 他 们 为 什么 要 文 持 表 兰 兹 纲领 的 研究 呢 ? 


朗 兰 效 纲领 研究 似乎 属于 抽象 的 纯 理 论 研 究 ， 不 会 产生 任何 形式 
的 直接 应 用 价值 。 但 是 ， 我 们 必须 清楚 ， 基 础 性 科学 研究 是 所 有 技术 
进步 的 基础 。 数 学 与 物理 领域 中 的 一 些 看 似 十 分 抽象 、 深 奥 的 发 现 ， 


营利 会 市 来 各 种 创新 ， 并 在 日 单 生活 中 得 到 应 用 。 我 们 以 当 模 为 质数 
时 的 运算 为 例 。 乍 一 看 ， 这 种 研究 似乎 十 分 抽象 ， 儿 乎 不 可 能 应 用 于 
实际 生活 。 英 国 数学 家 哈代 (G. H. Hardy) 提出 过 一 个 著名 的 论 
断 ,“ 很 多 高 等 数学 的 研究 工作 晕 无 价值 ”。 但 是 ， 现 实在 他 号 上 开 了 
个 玩笑 。 数 论 (哈代 所 从 事 的 研究 领域 ， 中 有 很 多 看 似 深奥 的 研究 成 
果 ， 现 在 却 得 到 了 广泛 的 实际 应 用 ， 如 网 上 银行 业务 。 只 要 我 们 在 网 
上 购物 ， 就 会 用 到 模 N 算 法 。 因 此 ， 我 们 绝 不 可 以 带 有 偏见 地 认为 ， 
数学 上 的 一 个 公式 或 一 个 想法 不 大 可 能 应 用 到 实际 生活 当中 。 


在 历史 上 ， 所 有 伟大 的 技术 突破 之 所 以 会 发 生 ， 通 常 是 因为 在 这 
之 前 一 一 通常 是 几 十 年 前 一 一 理论 研究 就 取得 了 突破 。 因 此 ， 如 果 我 
们 缺乏 对 基础 性 科学 人 研究 的 支 持 ， 技 术 束 会 里 足 不 前 ， 我 们 的 潜能 也 
会 受到 限制 。 


基础 性 科学 人 研究 还 有 男 一 层 重 要 意义 。 我 们 的 社会 在 很 大 程度 上 
受到 科学 研究 与 创新 的 有 影响， 因此， 基础 性 科学 人 研究 是 我 们 社会 文化 
的 重要 组 成 部 分 ， 也 是 人 们 笠 福 安康 的 重要 保证 。1969 年 ， 在 费 米 国 
家 实验 室 发 明了 当时 最 大 型 的 粒子 加 速 右 后 ， 时 任 实验 室 主 任 的 罗 介 
特 : 威 尔 示 《Robert Wilson) 在 向 美国 国会 原子 能 联合 委员 会 

(Congressional Joint Committee on Atomic Energy) 汇报 时 ， 有 人 问 及 
这 人 台 耗 资 儿 百 万 美元 的 机 器 能 否 在 国家 安全 方面 发 挥 积极 作用 ， 威 尔 
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则 ， 这 个 问题 束 如 同 问 我 们 是 不 古 优 秀 的 画家 、 杰 出 的 雕刻 家 或 伟 
大 的 诗人 人 一样。 这些 职业 在 我 们 国家 都 受到 尊敬 ， 这 些 人 都 有 拳拳 
爱国 之 心 。 与 之 相似 ， 这 些 新 知识 也 与 采 誉 和 国家 有 关 ， 但 它 不 会 
对 加 强国 防 建设 起 到 直接 作用 ， 而 会 使 我 们 这 个 国家 更 加 富强 ， 让 
我 们 在 国防 上 的 投入 更 有 意义 。 


2001~2009 年 负责 领导 DARPA 的 安东尼 . 泰 瑟 (Anthony Tether) 认 
为 ， 基 础 性 科学 研究 非常 重要 ， 他 要 求 该 机 构 的 项 目 主管 们 在 理论 数 
学 领域 甄选 出 一 个 好 的 项 目 并 予以 资助 。 项 目 主管 道 格 . 科 克 伦 (Doug 
Cochran) 积极 地 响应 了 泰 瑟 的 号 召 ， 他 找到 NSF (美国 国家 科学 基金 
会 ) 的 一 位 朋友 本 : 曼 恩 (Ben Mann) 。 曼 恩 是 拓扑 学 方面 的 专家 ， 但 
他 那 时 已 经 不 再 从 事 学 术 人 研究 了 ， 而 是 来 到 华盛顿 担任 NSF 数 学 科学 
部 的 项 目 主 任 。 


当道 格 请 他 推荐 一 个 理论 数学 领域 中 值得 资助 的 项 目 时 ， 受 恩 想 
到 了 明 兰 兹 纲领 。 尽 管 这 不 是 他 的 研究 方向 ， 但 他 从 NSF 收 到 的 朋 兰 
效 纲领 研究 资助 提案 中 看 出 该 领域 具有 重要 的 研究 价值 。 这 些 项 目 本 
身 ， 以 及 它们 所 涉及 的 理论 对 多 个 数学 分 文 领 域 的 影响 力 ， 给 他 留 下 
了 深刻 印象 。 


因此 ， 曼 恩 建 议 DARPA 为 朗 兰 效 纲领 的 研究 提供 资助 。 于 是 ， 道 
格 束 联系 了 卡 雷 、 男 外 两 名 数学 家 和 我 ， 请 我 们 提交 一 份 方案 ， 再 由 
道 格 呈送 给 DARPA 的 主任 。 如 采 主 任 批准 了 该 方案 ， 我 们 预计 将 会 收 
到 几 百 万 美元 的 资金 文 持 ， 投 入 朗 弗 兰 效 纲领 斌 究 。 


坦率 地 说 ， 我 们 一 开始 的 时 候 还 有 些 犹 驳 。 这 上 毕竟 是 一 片 少 有 人 
触及 的 未 知 领域 ， 据 我 们 了 解 ， 还 没有 哪 位 数学 家 接受 过 数目 如 此 庞 
大 的 资助 。 通 常 ， 数 学 家 们 会 接受 NSE 的 小 额 个 人 资助 ， 如 小 额 的 差 
旅费 、 人 研究 生 科研 资助 以 及 一 些 哮 期 资助 。 如 果 我 们 接受 NSF 的 这 项 
资助 计划 ， 我 们 就 必须 联合 几 十 位 数学 家 ， 使 其 在 一 个 广博 的 研究 领 
域 中 合作 开展 研究 。 由 于 资助 金额 十 分 巨大 ， 我 们 将 受到 公众 的 严格 
监督 ， 可 能 还 会 遭 到 同事 的 怀疑 与 妨 鼠 。 如 果 人 研究 项 目 无 法 取得 明显 
的 进展 ， 我 们 就 会 遭 到 嘲笑 ， 而 且 DARPA 有 可 能 因为 这 次 失败 ， 从 此 
拒绝 资助 理论 数学 研究 项 目 ， 随 后 导致 其 他 有 价值 的 项 目 得 不 到 资 
助 。 


尽管 我 们 内 心志 起 不 安 ， 但 我 们 还 古 希 望 能 对 表 兰 效 纲领 的 研究 
产生 一 些 影响 。 单 是 一 想到 人 们 一 同 对 数学 研究 的 资助 计划 表现 得 极 
其 小 心间 愤 ， 现 在 却 愿意 投入 大 笔 资 金 ， 为 一 个 前 景 看 好 的 研究 领域 
提供 资助 ， 我 们 束 觉 得 这 项 计划 有 巨大 的 吸引 力 ， 情 不 目 茜 地 感到 非 
常 兴 奋 。 因 此 ， 我 们 根本 没有 办 法 拒绝 这 个 诱惑 。 


接 下 来 需要 解决 的 问题 ， 就 古 确定 研究 项 目的 主要 内 容 。 我 们 已 
经 知道 ， 明 兰 兹 纲领 处 及 多 个 方面 的 内 容 ， 与 数学 的 多 个 分 文 领域 有 
天 。 这 样 一 个 宽 汉 的 研究 主题 ， 束 算 写 出 好 几 个 研究 方案 也 不 是 一 件 
难事 。 因 此 ， 我 们 必须 认真 选择 。 经 过 一 番 革 酌 ， 我 们 决定 重点 研究 
朗 兰 兹 纲领 最 神秘 的 方面 ， 即 度 兰 兹 纲领 与 量子 物理 对 伪 性 之 间 是 否 
有 可 能 存在 某 种 联系 。 


一 周 后 ， 道 格 把 我 们 的 方案 提交 给 DARPA 的 主任 。DARPA 的 主 
任 同 意 为 这 个 为 期 三 年 的 研究 项 目 提 供 数 百 万 美元 的 资金 支持 ， 据 我 
们 所 知 ， 这 是 迄今 为 止 理论 数学 研究 获得 的 最 高 额度 的 资助 。 很 显 
然 ， 大 家 对 我 们 的 期 待 非常 高 ， 我 们 在 兴奋 不 已 的 同时 ， 也 感到 了 些 
许 压力 。 


值得 庆幸 的 是 ， 本 :有 曼 恩 从 NSF 调 到 DARPA 担 任 项 目 主管 ， 并 负责 
我 们 的 这 个 项 目 。 在 与 曼 恩 有 所 接触 后 ， 我 发 现 他 非常 适合 这 份 工 
作 。 他 富有 远见 ， 敢 于 承担 高 风险 、 高 回报 的 项 目 ， 而 且 知 人 善 任 。 
他 的 工作 热情 很 高 ， 对 同事 有 很 强 的 感染 力 。 由 曼 恩 来 担任 这 个 项 目 
的 主管 ， 我 们 的 运气 实在 是 太 好 了 。 的 确 ， 如 果 没 有 他 的 指导 与 支 
持 ， 我 们 肯定 无 法 取得 现在 这 些 成 果 。 


洲 米 米 


在 申请 资助 的 事 人 尘埃 落 定 后 ， 我 立即 给 爱德华 : 威 滕 发 了 一 封 电 子 
邮件 。 在 邮件 中 ， 我 同 他 介绍 了 这 个 项 目的 情况 ， 并 问 他 是 否 有 兴趣 
参与 。 威 滕 在 物理 学 界 与 数学 界 痢 至 有 案 高 的 地 位 ， 我 们 必须 邀请 他 


加 入 进来 。 遗 憾 的 是 ， 威 滕 的 第 一 反应 是 不 参与 。 他 首 和 驳回 我 们 表示 
视 货 ， 然 后 告诉 我 们 他 的 手头 还 有 很 多 其 他 项 目 ， 因 此 无 法 加 入 我 们 
的 研究 项 目 。 


不 过 ， 笠 运 女 神 再 次 眷顾 了 我 们 : 物理 学 家 彼得 . 戈 达 德 (Peter 
Goddard) 马上 要 到 普林斯顿 大 学 高 等 研究 院 担任 主任 。 戈 达 德 发 现 了 
非 可 换 规范 场 论 中 的 电磁 对 偶 性 ， 他 当时 正在 研究 与 卡 职 - 称 迪 代数 表 
示 理 论 相 关 的 一 些 内 容 。 因 为 研究 领域 相近 ， 我 在 许多 学 术 会 议 上 都 
碰 到 了 戈 达 德 。 


我 给 彼得 发 了 一 封 电 子 邮 件 ， 向 他 介绍 了 这 个 项 目 。 我 请 他 在 普 
林 斯 顿 大 学 高 等 研究 院 组 织 一 次 会 议 ， 召 集 数学 家 与 物理 学 家 一 起 讨 
论 明 兰 效 纲领 与 物理 学 的 对 偶 性 ， 以 寻找 这 两 个 领域 的 共同 点 。 


戈 尔 德 对 此 的 反应 非常 积极 ， 他 全 力 文 持 我 的 想法 。 


普林斯顿 大 学 高 等 研究 院 是 举办 这 种 会 议 的 理想 场所 。 该 研究 院 
成 立 于 1930 年 ， 是 一 个 独立 的 研究 中 心 ， 涌 现 出 了 包括 爱 因 斯 坦 (他 
人 生 中 的 最 后 20 年 就 是 在 这 个 研究 院 度 过 的 ) 、 安 德 烈 韦 伊 、 约 翰 , 冯 
:诺尔 曼 (John Von Neumann) 、 库 尔 特 : 哥 德尔 (Kurt Godel) 等 人 在 
内 的 一 大 批 卓 越 的 科学 家 。 其 现 有 的 科研 队伍 也 同样 强大 ， 有 罗伯特 : 
朗 兰 效 和 爱德华 : 威 滕 ， 还 有 两 名 物理 学 家 内 和 森 : 塞 伯 格 (Nathan 
Seiberg) 和 胡 安 : 蕊 尔 达 西 那 (Juan Maldacena) (他们 的 研究 领域 与 
量子 物理 密切 相关 ) ， 以 及 几 名 数学 家 ， 如 皮 埃 尔 : 德 利 涅 和 罗伯特 : 麦 


52,454 (Robert MacPherson) (他 们 的 研究 内 容 与 朗 兰 效 纲领 有 关 ) 
EE og 


我 和 戈 尔 德 通 过 电子 邮件 沟通 ， 制 订 了 在 2003 年 12 月 初 召开 探究 
性 会 议 的 计划 。 我 、 本 : 曼 恩 和 卡 雷 - 维 洛 宁 将 奔赴 普林斯顿 大 学 参加 这 
次 会 议 ， 戈 尔 德 也 答应 出 席 。 我 们 还 邀请 了 威 滕 、 塞 伯 格 和 麦克 理 
森 。 普 林 斯 顿 大 学 的 一 位 数学 家 ， 与 我 和 卡 雷 共同 负责 该 项 目 管 理工 


作 的 马克 - 戈 瑞 斯 基 (Mark Goresky) ， 也 将 出 席 这 次 会 议 。 此 外 ,我 
们 还 邀请 了 衣 主 效 、 马 尔 达 西 那 和 德 利 涅 ,但 因为 他 们 喘 在 外 地 ， 无 
法 参加 。 


这 次 会 议 计 划 于 那天 上 午 11 点 在 该 研究 院 自 助 餐厅 隔壁 的 会 议 室 
举行 。 我 、 曼 恩 和 卡 雷 提前 15 分 钟 到 达 会 场 ， 当 时 会 场 里 空 无 一 人 。 
我 一 边 焦急 地 践 步 ， 一 边 想 :“ 威 滕 会 来 吗 ? "在 所 有 被 邀请 的 人 中 ， 
只 有 他 没有 确定 是 否 会 出 席 。 


和 会 议 只 产 5 分 钟 台 要 开始 的 时 候 ，[ 门 开 了 ， 威 滕 走 了 进来 ! 这 一 
刻 我 便 知 道 这 次 会 议 肯定 会 取得 不 错 的 结 


几 分钟 后 ， 其 他 人 也 都 到 了 “。 我 们 围 厦 一 张大 桌子 坐 了 下 来 ， 一 
番 寒 上 昌之 后 ， 大 家 安静 下 来 。 


“感谢 各 位 出 席 这 次 会 议 ，" 我 说 道 , “我们 已 经 知道 ， 朗 兰 歼 纲领 
与 电磁 对 偶 性 之 间 存 在 某 些 共同 点 。 但 是 ， 尽 管 我 们 付出 了 许多 努 
力 ， 但 我 们 仍然 无 法 真正 了 解 其 中 的 奥秘 。 我 认为 ， 现 在 已 经 到 了 的 
明文 接 的 时 候 了 ， 因 为 DARPA 慷 慨 解 蝇 ， 为 这 项 研究 提供 了 充足 的 资 
金 文 持 。” 


在 座 的 人 纷纷 点 头 。 彼 得 :七 尔 德 问 道 :“ 我 们 该 有 怎么 做 呢 ? 你 有 
什么 提议 吗 ? ” 

这 次 会 议 之 前 ， 我 和 卡 雷 、 受 恩 已 经 设想 过 大 家 可 能 会 问 到 的 各 
种 问题 ， 因 此 我 胸有成竹 地 管道 : 

“我 建议 在 这 里 举行 一 次 会 议 ， 邀 请 相关 领域 的 物理 学 家 参与 ， 同 
时 组 织 数 学 家 做 报告 ， 介 绍 朗 兰 效 纲领 的 研究 现状 。 然 后 ， 我 们 再 讨 
论 朗 兰 兹 纲领 与 量子 物理 之 间 可 能 存在 哪些 联系 。” 


我 讽 完 这 句 话 之 后 ， 大 家 的 眼睛 都 看 回 威 滕 。 他 十 量 子 物 理 领 域 
的 泰斗 级 人 物 ， 所 以 他 的 意见 至 关 重 要 。 


威 滕 身材 高 大 ， 仪 表 竺 笔 。 他 的 学 术 能 力 很 强 ， 有 些 人 甚至 有 点 
儿 旦 惧 他 。 他 说 话 时 字 革 名 酌 ， 逻 辑 十 分 挛 还 ， 并 且 经 稼 会 停 下 来 ， 
默默 地 思考 。 在 思考 时 他 会 用 上 眼睛 ， 低 下 头 。 此 时 ， 他 正在 低头 思 
考 。 


我 们 而 心地 等 着 ， 等 待 的 时 间 虽 然 不 到 一 分 钟 ， 我 却 觉得 十 分 漫 
长 。 终 于 ， 威 滕 开口 了 , “这 个 建议 好 像 还 不 错 。 那 么 ， 你 建议 我 们 什 
么 时 候 开 这 个 会 呢 ? 


我 和 曼 恩 、 卡 雷 情 不 目 禁地 交换 了 一 下 上 服 神 。 有 威 滕 参加 ， 这 下 
征 我 们 取得 的 巨大 成 功 之 一 。 


经 过 简短 的 讨论 ， 我 们 确定 了 会 议 召 开 的 时 间 : 2004 年 3 月 8 日 至 
10 日 。 接 着 ， 有 人 又 问 到 嘉宾 与 发 言 人 的 人 选 问题 。 我 们 说 了 几 个 名 
字 ， 大 家 一 致 同意 通过 电子 邮件 确定 最 后 名 单 ， 再 发 邀请 范 。 至 此 ， 
会 议 结束 ， 整 个 过 程 不 超过 15 分 钟 。 


不 言 而 喻 ， 我 和 受 轧 、 卡 埋 都 非常 高 兴 。 威 滕 答应 组 织 这 次 会 议 
(这 当然 有 助 于 提升 会 议 的 号 召 力 ) ， 并 承诺 将 积极 参与 。 据 我 们 分 
析 ， 和 朗 兰 兹 本 人 以 及 人 研究 院 里 对 这 个 课题 感 兴趣 的 其 他 物理 学 家 与 数 
学 家 也 可 能 会 参与 其 中 。 我 们 成 功 地 实现 了 第 一 个 目标 。 


在 随后 的 几 天 里 ， 我 们 确定 了 参 会 者 的 最 终 名 单 。 一 周 后 ， 我 们 
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研讨 会 。 该 研讨 会 将 于 2004 年 3 月 8 日 至 10 日 在 普林斯顿 大 学 高 等 研 
究 院 举行 ， 目 的 是 癌 各 位 物理 学 家 介绍 几何 表 兰 效 纲领 研究 在 近期 


取得 的 进展 ， 并 探讨 该 研究 与 量子 场 论 之 间 可 能 存在 的 联系 。 我 们 
将 会 安排 几 位 数学 家 做 导论 性 报告 ， 并 安排 大 量 时 间 展开 非 正 式 讨 
论 。 本 次 研讨 会 获得 了 DARPA 的 资金 支持 。 


这 样 的 会 议 通 常会 有 50 至 100 人 参加 ， 流 程 为 发 言 人 做 报告 ， 其 他 
人 认真 地 听 报 告 ， 报 告 结 束 后 会 有 几 个 人 提问 ， 会 后 还 会 有 人 与 发 言 
人 做 进一步 接触 。 但 是 ， 我 们 在 设计 本 次 会 议 时 却 另 辟 蹊 径 ， 我 们 不 
想 沿 用 惯常 模式 ， 而 是 期 望 能 举办 一 次 效率 更 高 的 目 由 讨论 式 会 议 。 
因此 ， 我 们 决定 缩小 会 议 的 规模 ， 把 参 会 人 数 限制 在 20 人 人 左右。 我们 
认为 这 样 的 安排 有 助 于 参 会 者 之 则 的 积极 交流 ， 使 他 们 在 交谈 时 不 受 
拘束 。 


2003 年 11 月 ， 我 们 在 芝加哥 大 学 举行 的 一 次 会 议 采 用 的 就 古 这 种 
模式 。 应 邀 参加 的 数学 家 不 多 ， 包 括 德 林 费 尔 德 和 贝 林 森 《他 们 两 位 
几 年 前 被 芝加哥 大 学 聘 为 教授 ) 。 那 次 会 议 非 常 成 功 ， 从 而 证 明了 这 
种 会 议 模式 是 切实 可 行 的 。 


我 们 还 确定 了 发 言 人 选 ， 有 卡 雷 、 马 克 . 戈 瑞 斯 基 、 我 ， 以 及 我 市 
过 的 博士 生 戴 维 . 本 - 效 维 (David Ben-Zvi， 当 时 在 得 克 萨 斯 大 学 任 
教 ) 。 我 们 把 材料 分 为 4 个 部 分 ， 每 人 主讲 其 中 的 一 个 部 分 。 我 们 在 做 
报告 时 ， 和 需要 疝 参 会 的 物理 学 家 们 介绍 开 兰 效 纲领 的 主要 内 容 。 由 于 
他 们 对 这 个 领域 并 不 熟悉 ， 因 此 这 项 任务 的 难度 并 不 小 。 


洲 米 米 


在 准备 会 议 的 过 程 中 ， 我 希望 能 进一步 了 解 电 磁 对 侦 性 。 我 们 对 
电力 与 砚 力 都 比较 熟悉 ， 由 于 电力 的 作用 ， 这 有 相同 或 相反 电荷 的 市 
电 物 体会 相互 排斥 或 吸引 。 例 如 ， 电 子 党 有 人 负电 集 ， 质 子囊 有 正 电 和 葵 
(电量 为 正 值 ) ， 正 是 由 于 两 者 之 间 存 在 吸引 力 ， 电 子 才 会 围绕 原子 


核 旋转 。 电 力 会 生成 电场 ， 我 们 都 见 过 内 电 出 现时 的 电场 作用 ， 闪 电 
就 是 蛮 襄 的 热气 团 在 电场 中 运动 引起 的 。 


照片 来 源 : 雪 恩 . 李 尔 (Shane Lear) ，NOAA 照 片 图 书馆 


形成 磁力 作用 的 原因 与 电场 作用 有 所 不 同 。 磁 力 是 磁体 或 者 运动 
的 珊 电 粒子 产生 的 作用 力 。 和 磁体 有 北极 和 南极 两 个 人 磁极， 我们 把 两 个 
人 磁体 放 到 一 起 ， 如 有 果 相 反 的 磁极 并 排 ， 它 们 就 会 相互 吸引 ， 肥 之 则 会 
相互 排斥 。 地 球 古 一 个 巨大 的 磁体 ， 我 们 在 使 用 指南 针 时 整 是 利用 了 
地 球 的 磁力 作用 。 磁 体会 产生 人 ”éc 场 ， 下 图 清楚 地 显示 了 磁场 的 特点 。 
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照片 来 源 ， 德 纳 - 梅 森 (Dayna Mason) 


19 世 纪 70 年 代 ， 英 国 物理 学 家 和 詹姆斯. 克 拉克: 麦克 斯 书 (James 
Clerk Maxwell) 借助 数学 理论 完美 地 展现 了 电磁 场 的 特点 ， 他 用 来 描 
述 电磁 场 的 那 组 微分 方程 被 冠 以 他 的 名 字 。 令 人 意 想 不 到 的 是 ， 这 些 
方程 式 其实 非 常 答 单 : 一 共 只 有 4 个 方程 式 ， 而 且 形 式 上 特别 对 称 。 研 
究 发 现 ， 如 果 我 们 在 真空 〈 即 没有 任何 物质 存在 ) 环境 下 考虑 该 理 
论 ， 将 电场 与 磁场 互 换 ， 这 组 方程 将 不 会 发 生 改 变 。 换 言 之 ， 电 场 与 
磁场 的 互 换 是 麦克 斯 韦 方 程式 的 一 个 对 称 操 作 ， 叫 作 电 磁 对 偶 性 。 也 
束 是 说 ， 电 场 与 磁场 之 间 的 关系 具有 对 称 性 ， 两 者 的 相互 作用 完全 相 
[a] ° 


麦克 斯 韦 方程 式 描述 的 征 经 典 的 电位 学 理论 ， 即 在 距离 较 大 、 能 
量 较 弱 时 该 理论 成 立 。 但 是 ， 如 采 距 离 很 小 ` 能 量 很 强 ， 描 述 电场 与 
人 磋 场 的 特点 时 就 需要 使 用 量子 电磁 理论 。 在 量子 理论 中 ， 电 场 与 磁场 


的 携带 者 为 基本 粒子 一 一 光子 ， 光 子 会 与 其 他 粒子 发 生 相互 作用 。 这 
套 理论 叫 作 量 子 场 论 。 


为 了 避免 混淆 ， 我 需要 强调 一 个 问题 。 术 语 “ 量 子 场 论 "有 两 个 不 
RAM: 第 一 ， 它 指 的 是 用 于 描述 基本 粒子 运动 特点 及 其 相互 作用 
的 一 般 性 数学 语言 ， 第 二 ， 它 十指 表 现 基本 粒子 运动 特点 的 具体 模 
型 例如， 量子 电磁 理论 束 是 这 种 定义 下 的 量子 场 论 。 我 在 使 用 该 术 
语 时 大 多 使 用 的 是 它 的 第 二 个 定义 。 


在 这 种 理论 〈 或 模型 ) 中 ， 有 些 粒子 CSAS oe) 是 构成 物 
质 的 基本 单位 ， 而 有 些 粒子 《如 光子 ) 则 是 力 的 作用 方式 。 每 种 粒子 
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事实 上 , “BCA” (recipe) 这 个 词 可 以 产生 具有 启示 作用 的 类 比 。 
铬 把 量子 场 论 类 比 成 豆包 方法 ， 那 么 ， 我 们 在 套 饪 时 使 用 的 各 种 食材 
忠 代 表 各 种 粒子 ， 把 各 种 食材 混合 到 一 起 的 做 法 束 像 粒子 则 的 相互 作 
用 。 

我 们 以 俄 式 罗 宋 启 的 做 法 为 例 。 在 我 的 家 乡 ， 人 们 一 年 四 季 都 爱 
喝 这 种 汤 ， 我 母亲 就 是 做 罗 宋 汤 的 高 手 。 (这 是 不 容 置 疑 的 ! ) 罗 宋 
淘 的 图 片 如 下 (照片 由 我 父亲 拍摄 ): 


当然 ， 我 母亲 做 罗 宋 淘 的 方法 ， 我 是 不 会 告诉 你 们 的 。 不 过 ， 我 
在 网 上 找到 了 男 外 一 种 配方 : 


清汤 〈 牛 肉 或 蔬菜 汤 ) 8 杯 
市 骨 牛 腿 肉 1 磅 

RFRA 

去 皮 大 甜 薪 根 4 个 
ERG hat 

去 皮 黄 神色 大 土豆 1 个 
ABIDE ZZ If 
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酸奶 油 1 杯 
盐 胡 椒 粉 


如 有 果 我 们 把 这 些 食材 类 比 成 量子 场 论 中 的 粒子 ， 那 么 ， 在 这 种 假 
设 下 ， 对 偶 性 又 是 什么 呢 ? 当然 是 指 在 总 量 保持 不 变 的 前 所 下 我 们 可 
以 替换 某 些 食材 〈“ 粒 子 ") 。 


这 种 对 偶 性 表现 为 下 列 食材 之 间 可 相互 蔡 换 : 


甜菜 根 ” 胡 葛 小 
胡 葛 卜 ~ 甜 染 根 
FEAL > 
te HA 
tn > BAUS 
胡椒 粉 - 盐 


而 且 ， 其 他 食材 在 这 种 对 偶 性 的 作用 下 也 保持 不 变 ， 包 括 : 


清汤 -清汤 
= iB > 4° ihe 


ee ee 


由 于 可 蔡 换 食材 的 数量 彼此 相等 ， 因 此 整个 配方 并 没有 发 生变 
化 。 这 束 是 对 侦 性 。 


不 过 ， 如 采 我 们 让 甜菜 根 和 土豆 相互 奉 换 ， 配 方 束 会 发 生变 化 : 
在 新 配方 中 将 会 有 4 个 土豆 和 1 个 甜 染 根 。 我 没有 喝 过 这 种 配方 的 罗 宋 


淘 ， 但 我 相信 这 样 的 罗 宋 汤 不 会 是 一 道 美 味 。 


从 这 个 例子 中 我 们 可 以 看 出 ， 亮 饪 配方 中 的 对 称 性 并 不 多 见 ， 但 
征 从 对 偶 性 这 个 角度 我 们 也 能 对 这 道 菜 有 所 了 解 。 我 们 在 做 罗 宋 淘 
时 ， 甜 菜根 与 胡萝卜 可 以 互 换 ， 而 做 出 来 的 淘 不 受 影响 ， 这 说 明 罗 宋 
淘 中 的 甜 苹 根 与 胡萝卜 的 量 之 间 达 到 了 某 种 平衡 。 


我 们 继续 讨论 量子 电磁 理论 。 我 们 说 该 理论 具有 对 偶 性 ， 
征 ， 如 果 我 们 替换 其 中 的 粒子 ， 不 会 导致 整体 的 性 质 发 生变 化 。 
们 对 偶 性 的 作用 下 ， 我 们 可 以 把 所 有 的 “带电 体 ? 变 成 < 市 磁体 ”， 或 者 
把 所 有 的 “ 带 磁 体 ” 变 成 < 带电 体 ”。 例 如 ， 电 子 (就 像 罗 宋 淘 中 的 甜菜 
根 ) 携带 电荷 ， 因 此 可 以 将 其 蕉 换 成 携带 磁 荷 的 粒子 (就 像 罗 宋 淘 中 
的 胡萝卜 ) 。 


时 ak 
dt cH 


这 种 粒子 与 我 们 日 第 生活 的 经 验 相 予 盾 : 位 体 总 是 有 两 极 ， 而 且 
不 可 分 割 ! 如 条 把 一 个 磁体 分 成 两 个 部 分 ， 每 个 部 分 仍然 有 两 个 磁 
极 。 


但 是 ， 物 理学 家 推测 携 市 磁 人 三 的 基本 粒子 古 存 在 的 ， 这 种 粒子 叫 
作 位 单 极 子 。 第 一 个 提出 这 种 猜想 的 物理 学 家 ， 有 是 量子 物理 学 的 黄 基 
人 之 一 保罗 . 迪 拉 克 (Paul Dirac) 。1931 年 ， 保 罗 指 出 ， 如 果 我 们 在 磁 
单 极 子 所 在 的 位 置 (数学 家 称 之 为 磁场 的 * 奇 点 ”) 对 磁场 进行 某 个 有 
趣 的 操作 ， 该 磁 单 极 子 将 携 市 磁 人 向 。 


遗憾 的 是， 人 们 在 实验 中 并 没有 发 现 磁 单 极 子 ， 因 此 我 们 无 法 确 
EAR Pe GREE PR WRN, PARES EAM 
言 ， 目 然 界 中 并 不 存在 严格 的 电磁 对 侦 性 。 


目 然 界 钙 否 存在 位 单 极 子 的 问题 至 今 巷 而 未 决 。 不 过 ， 我 们 可 以 
兰 试 构建 一 个 量子 场 论 ， 使 之 与 目 然 界 的 状态 非常 接近 ， 并 存在 电磁 
对 偶 性 。 我 们 继续 以 及 饪 做 类 比 ， 在 “ 受 狂 ”时 ， 我 们 可 以 笑 试 具有 对 


偶 性 的 新 理论 ， 比 如 ， 我 们 可 以 增 减 已 知 配 方 中 的 “食材 "， 改 变 食材 
的 品种 及 用 量 等 。 这 种 “实验 性 食谱 ”可 能 会 产生 不 同 的 结果 ， 我 们 也 
不 一 定 会 “食用 ”这 些 根 据 想 象 做 出 来 的 茉 看。 但是， 无论 其 味道 如 
何 ， 通 过 梦想 厨房 研究 这 些 新 菜 式 ， 我 们 总 能 有 所 收获 一 一 这 些 实验 
有 助 于 我 们 找到 受制 美味 菜 看 〈 即 描述 宇宙 特点 的 模型 ) 的 方法 。 


几 十 年 来 ， 量 于 物理 学 正 是 采用 这 种 “模型 构建 "的 实验 ， 取 得 了 
一 个 又 一 个 进展 OS SRL BORA ACE AA) 。 在 构建 这 些 模 型 
时 ， 我 们 采用 的 一 个 有 效 指导 原则 就 是 对 称 性 。 模 型 的 对 称 性 越 明 
显 ， 越 易于 分 析 。 


在 这 里 ， 我 们 要 注意 一 个 重要 事实 。 目 然 界 中 存在 两 种 基本 粒 
子 ， 即 费 米子 和 波 色 子 ， 前 者 是 构成 物质 的 基本 粒子 CALS Soe 
等 ) ， 后 者 是 携带 各 种 作用 力 的 粒子 (光子 等 ， 人 们 利用 日 内 瓦 大 
型 强 子 对 撞 机 发 现 的 神秘 的 硕 格 斯 介子 束 是 一 种 波 色 子 。 


这 两 种 粒子 从 本 质 上 讲 存 在 区 别 : 两 个 费 米子 不 能 同时 处 于 相同 
的 状态 ， 但 任意 数目 的 波 色 子 却 可 以 同时 处 于 相同 的 状态 。 由 于 这 两 
种 粒子 的 特性 具有 天 壤 之 别 ， 因 此 在 很 长 一 段 时 间 里 ， 物 理学 家 都 认 
为 量 了 于 场 论 的 任何 对 称 性 都 必须 保持 费 米子 区 与 波 色 子 区 各 目的 独立 
性 一 一 这 两 种 粒子 具有 天 然 的 相互 排 不 性 。 但 是 ，20 世 纪 70 年 代 ， 有 
几 名 物理 学 家 提出 了 一 个 看 上 去 非常 狗 狂 的 观点 : 有 可 能 存在 某 种 对 
称 性 ， 使 波 色 子 与 费 米 子 可 以 互 换 。 他 们 把 这 种 对 称 性 称 作 “ 超 对 称 
es 


量子 力学 的 创始 人 之 一 尼 尔 斯 : 波 尔 (Niels Bohr) 对 乌 夫 办: 保利 
(Wolfgang Pauli) 说 过 一 段 非常 有 名 的 话 : “我 们 都 觉得 你 的 这 个 理 
论 非常 疯狂 ， 唯 一 的 不 同 在 于 ， 对 这 个 疯狂 理论 是 否 正确 的 看 法 不 一 
Bo” 


尽管 我 们 不 知道 超 对 称 性 在 目 然 界 中 是 否 存 在 ， 但 这 个 观点 却 广 
受 欢迎 。 原 因 在 于 ， 在 引入 超 对 称 性 之 后 ， 传 统 量子 场 论 所 面临 的 很 
多 无 法 解决 的 问题 迎刃而解 。 超 对 称 性 理论 的 结构 更 加 别致 ， 亦 便于 
分 析 。 


量子 电磁 理论 不 具有 超 对 称 性 ， 但 却 拥 有 超 对 称 性 扩展 结构 。 我 
们 在 量子 电磁 理论 中 添加 包含 波 色 子 与 费 米 子 在 内 的 各 种 粒子 ， 由 此 
得 到 的 量子 电磁 理论 束 具 有 超 对 称 性 。 


而 且 ， 物 理学 家 在 对 具有 最 强 超 对 称 性 的 电磁 理论 扩展 结构 进行 
研究 后 发 现 ， 其 中 真 的 存在 电厂 对 偶 性 。 


我 们 将 上 述 内 容 做 一 个 小 结 : 我 们 不 知道 某 种 形式 的 量子 电磁 对 
偶 性 是 否 存 在 于 真实 世界 中 ， 但 是 我 们 知道 ， 在 量子 电磁 理论 的 理想 
化 、 具 有 超 对 称 性 的 扩展 结构 中 ， 电 磁 对 偶 性 是 明显 存在 的 。 


关于 这 种 对 偶 性 ， 还 有 一 个 重要 方面 我 们 尚未 论 及 。 电 磁 量 子 场 
论 有 一 个 参数 一 电子 携带 的 电荷 ， 该 值 为 负 ， 因 此 我 们 把 它 记 作 - 
e， 其 中 e=1.602x10-19 库 仑 ， 非 常 小 。 具 有 最 强 超 对 称 性 的 电磁 理论 扩 
展 结构 也 有 一 个 类 似 的 参数 ， 我 们 把 它 记 作 e 。 如果 我 们 根据 电磁 对 偶 
性 ， 将 所 有 带电 体 蔡 换 成 带 磁体 ， 那 么 电磁 理论 中 电子 的 电荷 数 就 不 
是 e， 而 是 e 的 倒数 Ve 了 。 


如 果 e 非 常 小 ，1/e 束 会 非常 大 。 因 此 ， 如 果 电 磁 理 论 中 的 电子 扒 
is > FL fay (如 我 们 生活 的 这 个 世界 ) ， 那 么 其 对 偶 电 磁 理论 中 的 电 
PRAT HT A ° 

这 个 结 采 非常 令 人 吃 慰 ! 我 们 还 是 用 罗 宋 汤 来 做 类 比 。 假 设 e 是 罗 
宋 淘 的 温度 ， 那 么 根据 这 种 对 侦 性 ， 只 要 我 们 把 淘 配 方 中 的 甜菜 根 与 
胡 梦 卜 互 换 ， 一 盆 冰 冷 的 罗 宋 淘 立 刻 便 会 变 得 热气 腾腾 。 


事实 上 ， 由 e 变 为 其 倒数 Ve， 这 是 电磁 对 侦 性 的 一 个 重要 内 容 ， 
具有 非常 深远 的 音义。 在 构建 量子 场 论 时 ， 只 有 该 参数 取 像 e 这 样 的 极 
小 值 ， 我 们 才能 做 到 得 心 应 手 。 我 们 无 法 推测 在 该 参数 取 较 大 值 时 ， 
量子 电磁 理论 是 否 仍 然 有 意义 。 但 是 电磁 对 贫 性 表明 ， 当 该 参数 取 较 
大 值 时 ， 该 量子 电磁 理论 不 仅 有 意义 ， 而 且 与 它 取 较 小 值 时 没有 什么 
不 同 。 这 意味 着 ， 无 论 该 参数 取 什 么 样 的 值 ， 我 们 都 可 以 描述 量子 电 
佩 理论 。 因 此 ， 人 们 把 电磁 对 人 生性 看 作 量 于 物理 学 的 “圣杯 ”。 


oK OK OK 


我 们 接 下 来 需要 考虑 的 问题 钙 ， 除 了 电磁 理论 及 其 超 对 称 性 扩展 
结构 以 外 ， 其 他 量子 场 论 中 十 否 存在 电磁 对 偶 性 。 


除了 电力 和 磁力 以 外 ， 目 然 界 中 还 存在 男 外 三 种 已 知 的 作用 力 : 
万 有 引力 (这 是 一 种 我 们 都 非常 熟悉 ， 也 应 该 感谢 的 作用 力 ) 和 两 种 
核 力 (名称 比较 通俗 ， 分 别 为 强 核 力 和 弱 核 力 ) 。 强 核 力 将 奔 克 束缚 
在 质子 、 中 子 等 基本 粒子 之 中 ， 弱 核 力 则 会 导致 原子 和 基本 粒子 变 
形 ， 如 原子 的 8 衰变 (PRPS A) 和 氢 的 聚变 (恒星 的 能 量 来 
源 ) 。 


这 些 作 用 力 似 乎 各 不 相同 ， 但 研究 发 现 ， 述 电位 力 、 弱 核 力 和 
强 核 力 等 的 相关 理论 都 属于 规范 场 论 。1954 年 ， 物 理学 家 杨振宁 与 罗 
伯 特 :米尔 斯 (Robert Mills) 在 其 合作 完成 的 论文 中 开创 性 地 提出 了 规 
范 场 论 ， 因 此 该 理论 又 叫 作 杨 - 米 尔 斯 规范 场 论 。 我 在 本 章 开头 告诉 过 
大 家 ， 规 范 场 论 有 一 个 对 称 群 ， 即 规范 群 ， 它 是 一 个 李 群 。 电 磁 理 论 
的 规范 群 是 循环 群 ， 它 也 叫 作 SO(2) 或 U(1) 群 。 这 是 最 简单 的 李 群 ， 它 
还 是 可 换 群 。 我 们 知道 ， 很 多 李 群 都 是 非 可 换 群 ， 如 球体 旋转 群 
SO(3)。 杨 振 宁 与 米尔 斯 的 想法 是 利用 非 可 换 群 巷 换 循环 群 ， 以 推广 电 
们 c 理 论 。 人 研究 发现 ， 包 含 非 可 换 规 范 群 的 规范 场 论 ， 可 以 准确 地 摘 述 
弱 核 力 与 强 核 力 。 


弱 核 力 规范 场 论 的 规范 群 叫 作 SU(2) 群 ， 是 SO(3) 群 的 妆 兰 效 对 偶 
群 ， 比 SO(3) 群 大 一 倍 。 强 核 力 规范 场 论 的 规范 群 叫 作 SU(3) 群 。 


因此 ， 上 自然 界 一 共有 4 种 基本 的 作用 力 (我 们 把 电力 和 磁力 看 作 电 
磁力 的 组 成 部 分 ) ， 规 范 场 论 给 出 了 其 中 三 种 作用 力 的 通用 描述 形 
式 。 此 外 ， 人 们 发 现 ， 这 三 个 规范 场 论 并 非 彼此 独立 ， 而 是 以 三 个 组 
成 部 分 构成 了 一 个 整体 一 一 “标准 模型 ”(Standard Model) 。 在 标准 模 
型 中 ， 上 述 作 用 力 是 三 个 彼此 独立 的 部 分 ， 因 此 标准 模型 是 一 种 “统一 
理论 ”， 这 有 征 爱 因 斯 坦 在 其 人 生 的 最 后 30 年 天 可 求索 却 未 能 实现 的 目标 
(尽管 当时 的 人 只 知道 电磁 力 和 万 有 引力 这 两 种 作用 力 ) 。 


我 们 在 这 里 长 篇 素 屿 地 强调 数学 中 统一 理论 的 重要 意义 。 例 如 ， 
朗 兰 效 纲领 利用 类 似 的 术语 描述 数学 不 同 分 文 领域 的 多 种 现象 ， 因 此 
它 征 一 种 统一 理论 。 在 物理 学 领域 ， 利 用 最 初 形成 的 少量 原理 构建 统 
一 理论 也 极 具 吸引 力 ， 因 为 我 们 希望 尽 可 能 全 面 地 了 解 宇 宙 运 行 的 规 
律 ， 也 希望 终极 理论 《如 果真 的 存在 ) 简单 明了 、 形式 别致 。 


但 是 ， 简 单 明 了 、 形 式 别 致 未 必 意 味 着 易于 理解 。 例 如 ， 堆 克 斯 
韦 方程 式 深奥 难 屏 ， 需 要 花费 很 多 时 间 和 精力 才能 理解 其 合 义 。 但 
征 ， 这 些 方程 式 的 结构 非常 简单 ， 以 最 经 济 的 方式 扬 开 了 电磁 力 的 神 
秘 面 纱 。 而 且 ， 这 些 方 程式 的 表现 形式 也 非常 别致 优雅 。 爱 因 斯 坦 的 
万 有 引力 方程 与 杨振宁 、 米 尔 斯 提出 的 非 可 换 规范 场 论 方程 也 具有 同 
样 的 特点。 统一 理论 应 该 兼 收 并 荐 ， 包 含 所 有 这 些 内 容 ， 吏 像 交 啊 乐 
把 所 有 乐句 的 演奏 交融 到 一 起 ， 生 成 优美 的 乐曲 一 样 。 


标准 模型 使 人 们 朝 着 这 个 方 网 迈 出 了 坚实 的 一 步 ， 其 实证 工作 
(包括 不 久 前 发 现 的 希 格 斯 波 色 子 ) 也 取得 了 成 功 。 不 过 ， 标 准 模型 
仍然 不 是 宇宙 的 终极 理论 ， 原 因 之 一 在 于 它 没 有 把 万 有 3 引力 包含 其 
中 。 研 完 表明 ， 万 有 引力 是 最 难 提 摸 的 作用 力 。 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 
论 可 以 帮助 我 们 较 好 地 理解 物体 间距 离 较 大 时 的 万 有 引力 作用 ， 但 是 
我 们 还 没有 找到 经 过 实验 验证 的 量子 理论 ， 可 用 于 描述 物体 间距 离 较 


短 时 的 万 有 引力 作用 。 而 且 ， 有 即便 我 们 把 注意 力 集中 在 目 然 界 的 其 他 
三 种 作用 力 上 ， 仍 然 有 很 多 问题 无 法 借助 标准 模型 予以 解答 。 此 外 ， 
标准 模型 无 法 解释 天 文学 家 观测 到 的 大 块 物质 (被 称 作 “ 瞳 物质 ”) ， 
因此 ， 标 准 模型 充其量 是 终 极 统一 理论 的 草稿 。 


我 们 可 以 确定 的 一 点 是 : 书写 终极 统一 理论 核心 内 容 所 使 用 的 必 
定 征 数学 语言 。 事 实 上 ， 在 杨振宁 与 米尔 斯 提出 了 非 可 换 规 范 场 论 之 
后 ， 物 理学 家 们 惊奇 地 发 现 ， 早 在 几 十 年 前 ， 数 学 家 在 没有 参考 任何 
物理 知识 的 情况 下 ， 束 已 经 提出 了 构建 这 些 理论 所 必需 的 数学 表现 形 
式 了 。 杨 振 宁 在 获得 诺 贝尔 奖 之 前 ， 用 下 面 这 和 盔 话 表达 了 他 的 敬 情 之 
IL: 


IM ES AKIRA BOD , aa Mae Ee» RIE 
TRAYS Me BUNA, BEA RR SRA a aS 
如 此 密切 的 联系 ， 而 数学 界 在 探讨 这 些 概念 时 考虑 的 主要 内 容 竟然 
只 是 其 逻辑 与 外 在 形式 之 美 。 还 有 什么 事 会 比 这 更 神秘 英 测 、 令 人 
ASEH YE? 


有 人 曾 问 爱 因 斯 坦 : “数学 是 人 类 攒 空想 象 出 来 的 事物 ， 为 什么 它 
在 描述 客观 现实 时 却 是 那么 精准 呢 ? ” 爱 因 斯 坦 在 回答 时 也 表现 出 了 同 
PARR Zo 杨振宁 与 米尔 期 利用 规范 场 论 朱 述 目 然 界 的 作用 力 ， 
而 在 数学 家 研究 的 几何 范例 中 ， 规 范 场 论 同样 符合 几何 学 的 内 在 逻辑 
规律 ， 因 此 ， 这 些 概念 在 数学 领域 出 现 的 时 间 更 早 一 些 。 这 个 事实 充 
分 地 证 明了 另外 一 位 详 贝 尔 奖 获得 者 、 物 理学 家 尤 金 . 瑶 格 纳 (Eugene 
Wigner) 的 论断 :“ 在 自然 科学 领域 ， 数 学 发 挥 了 非 比 寻 第 的 重要 作 
用 。?” 尽 管 几 百年 来 ， 科 学 家 们 一 直 致 力 于 探索 这 种 “作用 ? 冤 竟 是 如 何 
发 生 的 ， 但 依然 没有 答案 。 数 学 概念 似乎 殉 是 一 种 客观 存在 ， 无 须 借 
助 物理 学 ， 也 超越 了 人 脑 的 限制 。 有 坚 无 疑问 ， 数 学 概念 与 客观 现实 及 
人 类 意识 之 间 ， 必 然 存 在 某 种 极为 深奥 的 联系 ， 有 待人 们 进一步 探 
Be (关于 这 方面 的 内 容 ， 我 们 将 在 第 18 章 进行 深入 讨论 。) 


为 了 超越 标准 模型 ， 我 们 需要 不 断 发 气 新 观点 和 新 概念 ， 超 对 称 
性 殉 是 这 样 一 个 概念 。 关 于 超 对 称 性 是 否 存 在 的 问题 ， 人 们 众说 纷 
纪 、 疝 无 定论 。 到 目前 为 止 ， 人 们 也 没有 发 现 它 的 任何 踪 迹 。 实 竹 是 
理论 的 终极 裁判 ， 在 通过 实验 验证 之 前 ， 超 对 称 性 还 只 是 一 种 理论 猜 
想 ， 即 便 这 种 理论 精妙 绝伦 。 不 过 ， 即 使 研究 发 现 超 对 称 性 在 现实 世 
界 中 并 不 存在 ， 它 也 不 失 为 一 种 方便 有 效 的 数学 工具 ， 可 以 帮助 我 们 
构建 量子 物理 学 研究 的 新 模型 。 这 些 新 模型 与 表现 现实 世界 的 物理 性 
质 的 各 种 模型 之 间 并 不 存在 天 壤 之 别 ， 而 且 由 于 其 对 称 性 更 强 ， 因 此 
使 用 起 来 更 为 方便 。 总 之 ， 无 论 超 对 称 性 是 否 存 在 ， 我 们 都 可 以 借助 
它 去 研究 我 们 所 处 的 现实 世界 。 


非 可 换 规范 场 论 与 电磁 理论 一 样 ， 也 有 一 个 最 大 的 超 对 称 性 扩展 
结构 。 我 们 在 这 些 非 可 换 规 范 场 论 中 加 入 各 种 粒子 ， 包 括 波 色 了 于 和 费 
米子 ， 当 其 内 部 达到 最 大 程度 的 平衡 时 ， 殊 产生 了 超 对 称 性 。 于 是 ， 
我 们 目 然 会 产生 这 样 的 疑问 ， 这 些 非 可 换 规范 场 论 理论 与 电磁 对 侦 性 
之 间 存 在 类 似 的 联系 吗 ? 


20 世 纪 70 年 代 ， 物 理学 家 元 劳 斯 : 蒙 托 守 (Claus Montonen) 与 戴 
维 .奥利弗 (David Olive) 回答 了 这 个 问题 。 他 们 两 人 基于 彼得 . 戈 达 德 
(后 来 担任 普林斯顿 高 等 研究 院 的 院 长 )、 基 恩 : 努 特 斯 (Jean 
Nuyts) 和 戴 维 .奥利弗 的 研究 成 果 ， 得 出 了 一 个 令 人 吃惊 的 结论 : 超 
对 称 性 非 可 换 规 范 场 论 中 的 确 存在 电磁 对 偶 性 ， 不 过 这 些 规范 场 论 不 
是 自 对 偶 ， 它 在 这 一 点 上 与 电磁 理论 不 同 。 我 们 在 前 面 讨论 过 ， 如 果 
我 们 把 电磁 理论 中 的 所 有 带电 体 换 成 带 磁体 ， 或 者 把 所 有 带 磁体 换 成 
带电 体 ， 那 么 电磁 理论 保持 不 变 ， 只 不 过 电子 携带 的 电荷 量变 成 了 初 
台 值 的 倒数 。 但 是 ， 研 究 发 现 ， 如 果 我 们 对 规范 群 为 G 的 一 般 性 超 对 
称 规范 场 论 进行 同样 的 操作 ， 就 会 得 到 一 个 不 同 的 理论 一 一 它 仍然 是 
一 个 规范 场 论 ， 但 是 规范 群 不 同 (参数 也 会 变 成 初始 值 的 倒数 ,与 电 
磁 理 论 中 电子 电荷 量 的 变化 相同 ) 。 


那么 ， 这 个 对 偶 性 规范 场 论 的 规范 群 是 什么 呢 ? DAE, ABE 
范 群 为 LCG， 即 群 G 的 妆 兰 效 对 偶 群 。 


在 研究 中 ， 戈 达 德 、 努 特 斯 和 奥利弗 通过 仔细 分 析 规 范 群 为 G 的 
规范 场 论 中 的 电 谷 与 位 傈 ， 得 出 了 上 述 结论 。 电 磁 理 论 是 规范 群 为 循 
环 群 的 规范 场 论 ， 其 中 的 电 人 符 与 磁 符 均 为 整数 。 如 采 我 们 互 换 电 何 与 
位 傈 ， 束 是 用 一 个 整数 集 闪 换 男 一 个 整数 集 ， 因 此 ， 电 磁 理 论 保 持 不 
变 。 但 是 戈 达 德 等 人 发 现 ， 在 一 般 的 规范 场 论 中 ， 电 和 荷 与 磁 荷 的 值 是 
两 个 不 同 的 集合 ， 我 们 把 它们 分 别 记 作 se 和 Sm 。 这 两 个 集合 可 以 借助 
规范 群 G， 用 数学 方法 加 以 表示 (不 过 ， 这 跟 我 们 现在 讨论 的 内 容 关 
BRAK) ° 


研究 表明 ， 在 电磁 对 侦 性 的 作用 下 ，Se 可 以 变 成 sm，Sm 也 可 以 变 
成 se。 HE, RNAS Ale, BAER MEG’, BPAY 
Se 就 是 群 G 中 的 Sm， 同 时，Sm 束 是 群 GC 中 的 Se 〈 而 且 这 种 关系 同样 适 
用 于 由 群 G 和 群 G' 确 定 的 其 他 数字 ) 。 没 有 明显 的 证 据 表 明 这 样 的 群 
G' 是 否 存在 ,但 是 七 达 德 等 人 证 明了 它 的 存在 ， 并 成 功 地 构建 出 该 
群 。 当 时 ， 他 们 并 不 知道 ， 表 兰 效 在 10 年 前 束 用 差不多 的 方法 构建 出 
群 G'， 但 朗 兰 兹 的 动机 与 他 们 完全 不 同 。 事 实 上 ， 该 群 G 束 是 度 兰 效 
对 贫 群 LG 。 


电磁 对 偶 性 所 产生 的 群 ， 与 数学 家 在 完全 不 同 的 环境 下 发 现 的 并 
兰 效 对 偶 群 竟然 完全 一 致 ， 其 原因 何在 ”这 是 我 们 在 普林斯顿 大 学 会 
议 上 准备 着 手 解决 的 重要 问题 。 


第 17 章 
数学 之 美 


从 普林斯顿 小 镇 乘 火 车 到 纽约 市 大 约 只 需要 一 个 小 时 ， 该 镇 看 上 
去 束 像 美国 东北 部 的 一 个 普通 的 市 郊 小 镇 。 补 科学 界 称 为 “研究 所 ”的 
普林斯顿 高 等 癸 完 院 ， 吕 坐落 在 普林斯顿 镇 的 郊区 。 人 研究 所 周围 风景 
如 画 ， 一 群 鸭子 在 小 池塘 中 游 尺 ， 树 木 倒 映 在 平静 的 水 面 上 ， 显 得 十 
分 宁静 幽 远 。 人 研究 所 旁边 的 建筑 ， 都 是 两 三 层 的 想 砌 小 楼 ， 保 留 着 20 
世纪 50 年 代 的 建筑 风格 ,但 却 隐隐 反映 出 研究 所 强大 的 学 术 能 力 。 那 
安静 的 走廊 ， 还 有 研究 所 的 主 图 书馆 ， 都 曾经 有 爱 因 斯 坦 等 科学 巨 折 
的 映 影 。 在 这 样 的 环境 中 御 征 ， 人 们 会 情 不 目 蔡 地 去 感叹 研究 所 的 修 
A 


2004 年 3 月 ， 我 们 的 会 议 就 在 这 里 召开 。 邀 请 函 是 2003 年 12 月 份 发 
出 的 ， 尽 管 时 间 比 较 仓促 ， 但 是 参 会 者 的 反应 却 十 分 热烈 ， 大 约 有 20 
人 出 席 了 这 次 会 议 。 会 议 开 始 后 ， 我 请 大 家 轮流 做 自我 介绍 。 威 滕 、 
朗 兰 效 和 彼得 . 戈 达 德 ， 就 坐 在 我 旁边 ， 这 让 我 备 感 压力。 此 外 ， 出 席 
会 议 的 还 有 他 们 三 人 各 自 所 在 的 数学 与 自然 科学 圈子 中 的 几 名 同事 。 
分 别 与 蒙 托 宁 以 及 戈 达 德 和 努 特 斯 合 著 过 论文 的 戴 维 :奥利弗 也 到 会 
了 ， 自 然 ， 这 次 会 议 绝对 少不了 本 : 曼 恩 。 


我 们 按照 计划 有 条 不 闲 地 开展 各 项 活动 ， 会 议 的 核心 内 容 束 古 探 
索 本 书 介 绍 的 那些 问题 ， 朗 兰 兹 纲领 与 数论 及 调和 分 析 的 渊源， 以 及 
由 并 兰 效 关 系 同 有 限 域 平面 上 的 曲线 、 黎 曼 曲 面 的 推广 。 我 们 还 花 了 
一 些 时 间 来 解释 贝 林 和 森 - 德 林 费 尔 德 构 染 、 我 和 费 金 合作 开展 的 卡 次 - 
称 迪 代数 研究 ， 以 及 卡 深 - 称 迪 代数 与 二 维 量子 场 论 之 间 的 联系 。 

与 一 般 的 研讨 会 不 同 ， 我 们 这 次 安排 了 大 量 的 讨论 、 交 流 时 间 。 
会 议 的 效率 很 高 ， 参 会 者 讨论 得 如 火 如 茶 ， 甚 至 连 来 去 目 助 餐 厅 的 路 
上 也 没有 停止 交流 。 


威 滕 从 始 至 终 都 非常 积极 ， 他 坐 在 前 排 认真 倾听 ， 不 时 提出 一 些 
问题 ， 还 不 断 与 发 言 人 进行 深入 交流 。 会 议 第 三 天 的 上 午 ， 他 告诉 


我 : “我 对 我 们 人 研究 的 这 个 问题 有 了 一 个 新 想 法 ， 下 午 就 由 我 来 发 言 
吧 o » 


在 发 言 中 ， 威 滕 概述 了 两 个 学 科 之 间 可 能 存在 的 某 种 联系 。 这 次 
ae) THRE SEE, Ae Ri ENS SS 
R, thet Cy NORA MEL RICA — BORER 
的 目标 。 


我 们 在 前 面 讨 论 过 ， 在 安 德 烈 韦 伊 “ 罗 塞 搭 石碑 ”的 右 侧 轨道 上 ， 
人 们 围绕 歼 受 曲面 为 朋 兰 歼 纲 领 构建 几何 表现 形式 。 所 有 的 歼 曼 曲面 
都 是 二 维 的 ， 例 如 ， 我 们 在 第 10 章 讨论 的 球面 〈 最 简单 的 歼 曼 曲面 ) 
有 两 个 坐标 数字 : 纬度 和 经 度 ， 因 此 球面 是 二 维 的 。 其 他 黎 曼 曲面 也 
都 是 二 维 的 ， 因 为 曲面 上 所 有 点 的 极 小 邻 域 都 像 一 小 块 二 维 平 面 ， 可 
以 用 两 个 独立 的 坐标 数字 来 描述 该 曲面 。 


与 此 同时 ， 人 们 发 现 规范 场 论 具 有 电磁 对 偶 性 。 然 而 ， 规 苑 场 论 
面 对 的 是 四 维 空间 。 为 了 在 规范 场 论 与 黎 曼 曲面 之 间 建 立 某 种 联系 ， 
威 滕 准备 用 “ 降 维 ” 的 方法 ， 将 四 维 规范 场 论 变 成 二 维 规范 场 论 。 


“ 降 维 ?实际 上 是 物理 学 领域 中 的 标准 工具 : 对 于 某 个 已 知 的 物理 
模型 ， 仅 关注 某 些 目 由 度 ， 而 不 考虑 其 他 目 由 度 ， 以 建立 起 近似 的 简 
单 模 型 。 例 如 ， 假 设 我 们 在 一 染 处 于 飞行 状态 的 飞机 上 ， 站 在 过 道上 
的 乘务 员 递 给 你 一 杯 水 。 为 商 单 起 见 ， 我 们 假设 乘务 员 的 手 的 运动 方 
回 与 飞机 的 飞行 方向 垂直 。 那 么 ， 杯 子 的 运动 速度 屿 由 两 个 部 分 构 
成 : 首先 是 飞机 的 飞行 速度 ， 其 次 是 乘务 员 把 水 递 给 你 的 时 候 手 的 运 
动 速 度 。 不 过 ， 前 者 远 比 后 者 大 ， 因 此 ， 如 采 我 们 从 地 面 上 一 个 静止 
观察 者 的 角度 来 描述 杯子 在 空中 的 运动 状态 ， 那 么 我 们 完全 可 以 忽略 
杯子 运动 速度 中 的 第 二 个 组 成 部 分 ， 认 为 杯子 的 运动 速度 与 飞机 的 飞 
行 速 度 完 全 相同 。 由 于 该 速度 是 由 两 个 部 分 构成 的 ， 因 此 这 是 一 个 二 
维 问题 。 但 是 通过 上 述 方 法 ， 我 们 可 以 把 这 个 二 维 问题 简化 成 只 研究 
其 主要 构成 部 分 的 一 维 问题 。 


对 于 我 们 要 研究 的 关系 问题 ， 为 了 降 维 ， 我 们 考虑 用 两 个 黎 受 
面 的 乘积 生成 一 个 几何 图 形 ( 即 流 形 ; 。 在 这 里 ,“ 乘 积 ” 是 指 新 几何 
图 形 的 坐标 数字 由 原 有 的 两 个 黎 曼 曲面 的 坐标 数字 结合 形成 。 


我 们 举 个 简单 的 例子 。 每 条 直线 都 有 一 个 坐标 数字 ， 两 条 直线 的 
乘积 会 生成 两 个 独立 的 坐标 数字 。 由 此 我 们 得 到 一 个 平面 ， 该 平面 上 
的 每 个 点 都 可 以 用 两 个 坐标 数字 来 表示 ， 这 些 坐 标 数 子 痢 是 由 这 两 条 
直线 的 坐标 数字 结合 而 成 的 。 


同 理 ， 一 条 直线 与 一 个 圆 的 乘积 是 一 个 柱 面 。 柱 面 有 两 个 坐标 数 
， 一 个 是 圆 的 坐标 数字 ， 另 一 个 是 直线 的 坐标 数字 。 


tlt 


我 们 在 计算 乘积 时 ， 维 数 增加 。 在 上 述 两 个 例子 中 ， 两 个 原 有 的 
对 象 都 是 一 维 的 ， 其 乘积 是 二 维 的 。 再 比如 ， 一 条 直线 与 一 个 平面 的 
乘积 是 三 维 的 ， 即 3=1+2。 


同 理 ， 两 个 黎 曼 曲面 的 乘积 的 维 数 是 4， 即 4=2+2。 我 们 可 以 画 出 
黎 曼 曲面 〈 前 面 已 经 讨论 过 ) ， 但 是 我 们 无 法 画 出 四 维 流 形 ， 因 此 ， 
我 们 只 能 用 数学 方法 来 研究 这 个 四 维 流 形 。 而 且 ， 由 于 较 低 维 数 的 几 
何 图 形 更 容易 想象 ， 所 以 在 研究 四 维 流 形 时 ， 我 们 采用 了 类 似 的 方 
法 。 这 个 例子 充分 说 明了 数学 抽象 思维 的 强大 作用 ， 表 一 次 验证 了 我 
们 在 第 10 章 中 讨论 过 的 相关 内 容 。 


现在 ， 我 们 假设 在 这 两 个 黎 曼 曲面 中 ， 其 中 一 个 黎 曼 曲面 (我们 
记 作 X) 的 尺寸 远 小 于 男 一 个 ( 记 作 5) 。 此 时 ， 有 效 自由 度 主要 集中 
在 上 ， 因 此， 我 们 可 以 借助 Z 上 的 理论 [物理 学 家 称 之 为 “有 效 理 
论 ” (effective theory) ， 在 本 例 中 是 一 个 二 维 理论 ]， 来 近似 描述 基于 
这 两 个 曲面 乘积 所 产生 的 四 维 理论 。 如 果 在 保持 其 形状 不 变 的 前 提 


下 ， 我 们 把 X 逐 渐 缩 小 《注意 ， 该 有 效 理论 取决 于 X 的 形状 ) ， 这 种 近 
似 程度 束 会 越 来 越 高 。 于 和 是， 我 们 融 从 研究 ZX 和 2 的 乘积 所 得 到 的 四 维 
超 对 称 规 范 场 论 ， 过 渡 到 研究 由 3 限定 的 一 个 二 维 理论 之 上 。 


在 深入 讨论 该 二 维 理论 的 性 质 之 前 ， 我 们 先 了 解 量子 场 论 的 一 般 
定义 。 在 电磁 理论 中 ， 我 们 研究 三 维 空间 中 的 电场 与 磁场 。 数 学 家 把 
电场 和 磁场 称 作 癌 量 场 ， 我 们 可 以 用 风 的 特性 来 类 比 向 量 场 :在 三 维 
空间 的 每 个 卜 上 ， 风 部 有 方 同 和 强度 ， 这 个 特性 可 以 用 市 第 头 的 线段 
表示 。 帝 箭头 的 线段 在 数学 上 被 称 作 同 量 ， 空 间 中 所 有 辣 量 的 集合 整 
古 癌 量 场 。 我 们 都 见 过 气象 图 上 表示 风 的 同 量 场 。 


同样 ， 给 定 人 磁场 在 空间 中 的 每 个 点 的 位 置 也 有 具体 的 方向 与 强 
度 ， 因 此 ， 人 磁场 也 是 一 个 同 量 场 。 换 句 话 说 ,我们 可 以 依据 某 种 规 
则 ， 用 向 量 为 三 维 空 间 中 的 每 个 点 赋值 。 数 学 家 为 这 种 规则 起 了 一 个 
很 贴切 的 名 字 ， 即 由 三 维 空间 到 三 维 向 量 空间 的 “映射 ”(map) 。 如 
果 我 们 跟 中 给 定 人 磁场 随时 间 变 化 的 情况 ， 残 会 得 到 由 四 维 空间 至 三 维 
避 量 空间 的 映射 。 (这 好 比 电 视 上 的 气象 图 随时 间 变 化 而 变化 的 过 
程 。) 同 理 ， 任 意 给 定 的 随时 间 而 变化 的 电场 ， 也 可 以 表示 成 由 四 维 
空间 到 三 维 向 量 空 间 的 上 映射。 电磁 理论 就 是 描述 这 两 个 映射 的 数学 理 


论 。 


在 经 典 电磁 理论 中 ， 我 们 表示 仅 对 与 麦克 斯 韦 方 程式 的 根 相 对 应 
的 那些 映射 感 兴 趣 。 而 在 讨论 量子 理论 时 情况 则 不 同 。 在 量子 理论 
中 ， 我 们 研究 所 有 了 映射。 事实 上 ， 量 子 理论 中 的 所 有 计算 都 涉及 所 有 
可 能 的 映射 之 和 ， 不 过 ， 所 有 的 映射 都 经 过 加 权 ， 即 与 规定 的 因子 相 
乘 。 在 这 些 规定 因子 的 作用 下 ， 与 麦克 斯 圳 方程 式 的 根 相 对 应 的 映射 
发 挥 主要 作用 ， 其 他 映射 也 会 发 挥 一 些 作 用 。 


从 时 空 到 各 种 向 量 空间 的 映射 还 出 现在 很 多 其 他 量子 场 论 中 (如 
非 可 换 规范 场 论 ) 。 不 过 ， 并 非 所 有 量子 场 论 都 依赖 向 量 。 在 “西格玛 
fA” (sigma model) 这 种 量子 场 论 中 ， 我 们 考虑 由 时 空 至 弯曲 几何 


形 ( 即 流 形 ) 的 上 映射。 该 流 形 叫 作 “目标 流 形 ” (target manifold), 
例如 ， 球 形 就 可 以 充当 目标 流 形 。 尺 管 人 们 最 先 在 四 维 空间 中 人 研究 西 
格 玛 模型 ， 但 是 ， 即 使 我 们 把 时 空 看 成 任意 维 数 的 流 形 ， 该 模型 仍然 
有 意义 。 因 此 ， 对 于 任意 目标 流 形 和 任意 维 数 流 形 ， 都 存在 一 个 西 格 
玛 模型 。 例 如 ， 我 们 选择 一 个 二 维 黎 受 曲 面 来 取代 时 空 ， 把 李 群 SO(3) 
作为 目标 流 形 ， 那 么 其 对 应 的 西格玛 模型 将 描述 由 该 歼 曼 曲面 至 群 
SO(3) 的 映射 。 


如 下 岁 所 示 ， 左 边 是 一 个 歼 曼 曲面 ， 右 边 是 目标 流 形 ， 季 头 代表 
两 者 之 间 的 映 映 ， 即 利用 目标 流 形 中 的 点 为 歼 曼 曲面 上 的 各 个 点 赋值 
的 规则 。 


全) 一 


在 经 典 西 格 玛 模型 中 ， 我 们 所 考虑 的 由 时 空 至 目标 流 形 的 映射 能 
给 出 运动 方程 式 的 解 (运动 方程 式 与 麦克 斯 圳 方程 式 类 似 ) ， 这 样 的 
映射 叫 作 “调和 映射 *”。 在 量子 西格玛 模型 中 计算 所 有 感 兴 趣 的 量 (如 
相关 画 数 ) 时 ， 都 会 先 为 所 有 了 映射 加 权 ( 即 乘 以 规定 因子 ， 然 后 再 
求 和 。 
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小 ， 且 对 由 2xX 得 到 的 规范 群 为 G 的 四 维 超 对 称 规 范 场 论 进行 降 维 操 
作 ， 在 这 种 情况 下 ， 哪 种 二 维 量子 场 论 可 以 被 用 来 实现 这 种 降 维 操作 
呢 ? 人 研究 发 现 ， 这 种 量子 场 论 是 西格玛 模型 的 超 对 称 扩展 结构 ， 由 > 


至 特定 目标 流 形 M 映 射 而 成 ， 特 定 目 标 流 形 M 则 由 和 歼 曼 曲面 X 与 原 规 范 
场 论 的 规范 群 G 确 定 。 因 此 ， 为 了 反映 出 这 个 特点 ， 我 们 将 它 记 作 
M(X, G)° 


物理 学 家 在 好 不 容易 建立 了 这 些 流 形 的 概念 之 后 ， 却 发 现 数学 家 
早已 完成 了 这 些 工 作 ， 类 似 情 况 在 群 论 研究 中 也 出 现 过 ( 详 见 第 2 
章 ) 。 事 实 上 ， 这 些 流 形 有 一 个 名 称 一 一 “ 希 钦 模 空 间 ”， 是 以 英国 数 
学 家 奈 杰 尔 - 希 钦 (Nigel Hitchin) 的 名 字 命 名 的 。 希 钦 是 牛津 大 学 的 
教授 ， 他 在 20 世 纪 80 年 代 将 这 些 空间 的 概念 引入 数学 领域 并 进行 研 
完 。 我 们 在 对 四 维 规范 场 论 进行 降 维 操作 时 需要 使 用 这 些 空 间 的 概 
念 ， 因 此 ， 物 理学 家 对 这 些 空 间 感 兴趣 的 原因 是 显而易见 的 。 但 是 ， 
数学 家 竟然 也 对 它们 感 兴趣 ， 个 中 原因 我 们 似乎 看 不 出 来 。 


幸好 ， 奈 杰 尔 : 希 钦 详 细 地 记录 了 他 发 现 这 些 空间 的 具体 过 程 。 事 
实 上 ， 这 个 例子 也 充分 说 明了 数学 与 物理 学 之 间 存 在 微妙 的 关联 。20 
世纪 70 年 代 来 ， 和 希 钦 与 另外 两 位 数学 家 迈克 尔 : 阿 蒂 亚 ( Michael 
Atiyah) 及 尤 里. 受 宁 ， 对 所 谓 的 “ 瞬 子 方程 ”(\instanton equation) 进行 
了 研究 。 瞬 子 方程 式 是 物理 学 家 在 研究 规范 场 论 时 ， 在 四 维 平 坦 空间 
中 建立 的 。 和 希 钦 随 后 研究 了 三 维 平坦 空间 中 的 微分 方程 式 ， 这 些微 分 
方程 式 被 称 作 * 单 极 方程 式 ”(monopole equation) ， 是 通过 将 四 维 瞬 
子 方程 式 降 为 三 维 得 到 的 。 从 物理 学 的 角度 看 ， 这 些 单 极 方程 式 有 很 
大 的 研究 价值 ， 人 们 还 发 现 ， 它 们 竟然 拥有 迷人 的 数学 结构 。 


之 后 ， 人 们 又 更 进一步 ， 人 研究 将 四 维 瞬 子 方程 式 降 为 二 维 后 得 到 
的 那些 微分 方程 式 。 可 惜 的 是 ， 物 理学 家 发 现 这 些 方程 式 在 二 维 空间 
( 即 平面 ) 中 没有 “非凡 根 ” (non-trivial solution) ， 于 是 他 们 就 放弃 
了 这 方面 的 研究 。 但 是 ， 和 硕 钦 的 研究 却 有 新 发 现 : FERS HORS 
曲面 《如 甜 甜 圈 或 椒盐 卷 饼 的 表面 ) 上 可 以 建立 这 些 方程 式 。 物 理学 
家 之 所 以 与 这 个 重要 成 果 控 肩 而 过 ， 是 因为 在 当时 《20 世 纪 80 年 代 
初 ) 物理 学 家 对 这 种 弯曲 表面 上 的 量子 场 论 并 无 特别 的 兴趣 。 但 是 ， 


硕 钦 却 通过 数学 方法 发 现 ， 在 这 些 表面 上 二 维 方程 式 的 根 十 分 丰富 。 
因此 ， 他 引入 了 模 空 间 M(CK，G)， 作 为 这 些微 分 方程 式 的 根 在 歼 受 
面 X 上 的 驻 留 空间 〈 在 本 例 中 ， 即 规范 群 C 的 驻 留 空间 ) 。 他 发 现 ， 黎 
曼 曲 面 是 一 种 值得 关注 的 流 形 ， 而 且 它 拥有 “ 超 凯 勒 度量 ” (hyper 
Kahler metric) 。 《〈 当 时， 人 人们 找到 的 超 凯 勒 度 量 的 实例 并 不 多 。) 接 
着 ， 其 他 数学 家 蜂拥 而 上 ， 治 着 硕 钦 确 定 的 方 回 开 展 了 大 量 研究 。 


大 约 10 年 后 ， 物 理学 家 开始 注意 到 这 些 流 形 在 量子 物理 学 中 的 重 
要 意义 ， 尽 管 在 威 滕 与 其 合作 者 完成 我 介绍 的 这 项 成 果 之 前 ， 物 理学 
家 们 在 这 一 方面 的 研究 成 果 并 没有 引起 很 大 的 反 啊 。 ( 硕 钦 的 模 空间 
最 初出 现在 安 德 烈 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 " 右 侧 轨道 中 ， 但 在 不 久 前 ， 人 们 
发 现 ， 在 歼 曼 曲面 被 有 限 域 平面 上 的 曲线 所 替换 的 中 间 轨 道中 ， 模 罕 
间 也 有 某 些 应 用 ， 这 同样 值得 我 们 关注 。) 


数学 与 物理 学 的 相互 作用 是 一 种 双 同 过 程 ， 两 个 学 科 相 互 司 发 、 
相 得 益 彩 。 有 了 时候 ， 其 中 一 个 学 科 在 研究 某 个 概念 时 会 取得 领先 优 
势 ， 最 终 却 促使 男 一 个 学 科 的 研究 焦点 发 生 转 移 。 总 的 来 看 ， 两 个 学 
科 之 间 的 相互 作用 是 一 种 民 性 循环 。 
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现在 ， 我 们 已 经 对 数学 家 与 物理 学 家 的 一 些 深刻 独到 的 见解 有 所 
了 解 ， 接 下 来 ， 我 们 把 电磁 对 偶 性 应 用 到 规范 群 为 C 的 四 维 规范 场 论 
之 中 ， 束 会 得 到 规范 群 为 Le 〈 即 G 的 朗 兰 效 对 偶 群 ) 的 规范 场 论 GE 
意 ， 如 采 我 们 再 次 应 用 电磁 对 偶 性 ， 吏 会 得 到 最 初 的 群 C。 换 言 之 ， 
LG 的 衣 兰 兹 对 侦 群 是 G) ，2 上 与 群 G 及 LG 相 关 的 有 效 二 维 西格玛 模 
型 也 将 彼此 相等 或 对 偶 。 对 于 西格玛 模型 而 言 ， 这 种 对 侦 性 叫 作 “镜像 
对 称 ” (mirror symmetry) 。 在 其 中 一 个 西格玛 模型 中 ， 我 们 考 虚 由 5 
至 与 群 G 相 对 应 的 希 钦 模 空间 M(X，G) 的 映射 。 在 另 一 个 西格玛 模型 
中 ， 我 们 考虑 由 2 至 与 群 LG 相 对 应 的 硕 钦 模 空 间 M(X，LG) 的 映 映 。 这 


两 个 希 钦 模 空 间 以 及 它们 的 西格玛 模型 ， 彼 此 之 间 并 不 存在 任何 先 验 
关系 ， 但 它们 苋 然 可 以 形成 镜像 对 称 ， 这 束 像 四 维 规范 场 论 具 有 电磁 
对 偶 性 一 样 令 人 吃惊 。 


物理 学 家 之 所 以 对 这 种 二 维 西格玛 模型 感 兴趣 ， 部 分 原因 是 这 些 
西格玛 模型 在 弦 论 中 可 以 发 挥 重要 作用 。 弦 论 认为 目 然 界 的 基本 对 和 象 
不 是 点 状 基本 粒子 (没有 内 部 几何 结构 ， 维 数 为 零 ) ， 而 是 纵向 延伸 
的 一 维 对 象 ， 即 弦 。 这 些 弦 要 么 是 开 弦 ， 有 两 个 端 操 ， 要 么 是 闭 弦 ， 
构成 小 圈 ， 就 像 我 们 在 第 10 章 里 讨论 的 那些 圈 一 样 。 


弦 论 还 认为 ， 当 这 些微 小 的 弦 在 时 空中 运动 时 ， 其 自身 的 振动 会 
形成 基本 粒子 及 基本 粒子 间 的 相互 作用 力 。 


只 要 我 们 考虑 弦 的 运动 ， 束 会 用 到 西格玛 模型 。 在 标准 物理 学 
中 ， 抬 状 粒 子 在 空间 中 的 运动 轨迹 是 一 维 的， 该 粒子 在 不 同时 间 点 的 
位 置 可 通过 该 运动 轨迹 上 的 点 来 表示 。 


而 闭 弦 在 运动 时 ， 则 会 掠 过 一 个 二 维 曲 面 。 因 此 ， 该 弦 在 某 个 时 
间 扣 的 位 置 古 由 该 曲面 上 的 阐 表 示 的 。 


Im 


条 弦 可 以 “分 裂 "成 两 个 或 多 个 部 分 ， 这 些 部 分 还 可 以 结合 到 一 
起 ， 如 下 图 所 示 。 由 此 我 们 得 到 更 具 一 ae 的 黎 曙 曲面， 其 “孔洞 ” 数 
目 可 为 任意 值 ， 并 且 边 界面 呈 环 形 ， 这 束 是 弦 的 “世界 


面 ” (worldsheet) 。 
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这 样 的 运动 轨迹 可 以 用 舱 入 时 至 S 的 歼 曼 曲面 2 表示 ， 也 可 以 表示 
成 由 2 至 S 的 映射 ， 而 且 这 些 映 射 正 好 是 曲面 2 上 的 西格玛 模型 中 目标 
流 形 为 S 的 映射 。 不 过 ， 这 是 一 种 题 倒 的 映射 关系 : 在 这 些 映 射 中 ， 时 
罕 s 是 该 西格玛 模型 的 目标 流 形 ， 即 映射 的 接收 方 ， 而 不 是 发 出 方 ， 这 
与 电磁 理论 等 传统 的 量子 场 论 正好 相反 。 


弦 论 认为 ， 通 过 这 些 西 格 玛 模型 中 的 计算 ， 以 及 对 所 有 可 能 的 黎 
曼 曲 面 2> ( 即 弦 在 固定 时 空中 传播 的 所 有 可 能 路 径 ) 上 的 计算 结果 求 
和 ， 束 可 以 复 现 我 们 在 时 空 s 中 观察 到 的 各 种 物理 性 质 。 


可 惜 的 是 ， 上 述 研 究 得 出 的 结论 面临 很 多 难题 的 挑战 。 比 如 ， 该 
理论 认为 “ 超 光 速 粒子 ”(tachyon) 是 存在 的 ， 而 爱 因 斯 坦 相 对 论 则 认 
为 这 种 粒子 不 存在 ， 这 是 我 们 需要 解决 的 一 大 难题 。 如 果 我 们 研究 弦 
论 的 超 对 称 扩展 结构 ， 并 得 出 超 弦 论 ， 状 况 就 会 大 为 改观 。 但 是 ， 超 
弦 论 仍然 会 遇 到 一 个 问题 ， 除 非 我 们 的 时 空 S 的 维 数 为 10， 超 弦 论 才 符 
合 数学 规律 ， 可 是 我 们 观察 到 的 只 是 一 个 四 维 世 界 (三 维 空间 加 上 时 
间 维 度 ) 。 


不 过 ， 根 据 前 面 的 讨论 ， 我 们 号 处 的 这 个 世界 也 有 可 能 是 我 们 观 
察 到 的 四 维 空间 与 一 个 极 小 的 六 维 流 形 M 的 乘积 ， 只 不 过 这 个 六 维 流 
形 非 常 小 ， 我 们 无 法 利用 现 有 的 工具 观察 到 它 。 如 果真 是 这 样 ， 这 就 
与 我 们 在 上 文中 讨论 的 降 维 (由 四 维 减 至 二 维 ) 非常 相似 ， 该 十 维 理 
论 有 可 能 产生 有 效 的 四 维 理论 。 人 们 希望 这 个 有 效 理论 可 以 搬 述 我 们 
的 宇宙 ， 而 且 可 以 把 标准 模型 及 万 有 3 引力 量子 论 包 含 其 中 。 近 年 来 ， 
人 们 广泛 研究 弦 论 ， 其 主要 原因 束 在 于 该 理论 有 可 能 成 为 宫 括 目 然 界 
所 有 已 知 作用 力 的 统一 理论 。 


但 是 ， 我 们 还 需要 回答 一 个 问题 : 这 个 极 小 的 六 维 流 形 M 是 什么 
We? 


为 了 让 大 家 了 解 这 个 问题 的 难度 ， 我 们 假设 (这 只 是 一 个 假设 ， 
目的 是 便于 向 大 家 解释 ) 超 弦 论 在 六 维 流 形 (而 不 是 十 维 流 形 ) 中 符 
合 数学 规律 。 在 这 种 假设 前 提 下 ， 该 流 形 仅 比 我 们 身 处 的 四 维 空间 多 
出 了 两 个 维度 ， 因 此 我 们 只 需要 找到 一 个 合适 的 二 维 流 形 M 即 可 。 此 
时 ， 可 选择 的 余地 并 不 大 : M 只 能 是 一 个 黎 曼 曲面 。 而 且 ， 我 们 知 
道 ， 各 种 黎 曼 曲面 之 间 的 差别 在 于 其 “孔洞 * 数 。 此 外 ， 研 究 发 现 ，M 
还 必须 具备 其 他 特性 ， 上 述 理论 才 可 行 。 例 如 ，M 必 须 是 “卡拉 比 - 丘 
流 形 ” (Calabi-Yau manifold) 。 由 于 最 早 通 过 数学 方法 研究 这 些 空间 
( 比 物理 学 家 对 这 个 领域 产生 兴趣 的 时 间 早 许多 年 ) 的 是 两 位 数学 
家 ， 尤 金 尼 奥 : 卡 拉 比 (Eugenio Calabi) 和 丘成桐 ， 因 此 该 流 形 以 他 们 
的 名 字 命 名 。 具 有 这 种 特性 的 唯一 一 种 黎 曼 曲面 是 环 面 ， 因 此 ， 如 果 
M 是 二 维 流 形 ， 那 么 它 只 能 是 环 面 。 不 过 ， 随 着 M 的 维 数 增加 ， 适 合 
的 流 形 种 类 也 会 增加 。 据 估计 ， 如 果 M 是 六 维 流 形 ， 其 可 选择 的 流 形 
的 种 类 将 会 多 到 令 人 无 法 想象 的 程度 ， 约 有 10200 个 。 那 么 ， 我 们 这 个 
宇宙 究竟 应 该 选用 哪 一 种 六 维 流 形 呢 ? 我 们 又 如 何 通过 实验 来 验证 它 
WE? 这 是 弦 论 尚未 解决 的 重要 问题 之 一 。 


但 是 ,不 管 有 怎么 说 ， 上 面 的 讨论 都 清楚 地 告诉 我 们 ， 西 格 玛 模型 
在 超 弦 论 中 起 到 了 重要 作用 。 事 实 上 ， 西 格 玛 模型 的 镜像 对 称 可 以 退 
济 至 超 弦 论 的 对 侦 性 。 除 了 弦 论 ， 西 格 玛 模型 在 其 他 领域 也 有 很 多 应 
用 。 物 理学 家 不 仅 研 究 了 目标 流 形 M 是 六 维 流 形 的 西格玛 模型 ， 他 们 
还 对 其 他 西格玛 模型 展开 了 深入 细致 的 研究 。 
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基于 此 ， 威 滕 在 2004 年 的 这 次 会 议 上 发 言 时 ， 他 首先 用 降 维 (从 
四 维 减 到 二 维 ) 的 方法 把 (规范 群 分 别 是 G 和 LG 的 ) 两 个 规范 场 论 的 
电磁 对 偶 性 ， 转 换 成 两 个 西格玛 模型 (其 目标 流 形 分 别 是 与 两 个 朗 兰 
效 对 侦 群 G 和 LG 相关 的 希 钦 模 空 间 ) 的 镜像 对 称 。 接 着 ， 他 问 : “我们 
可 以 在 镜像 对 称 与 朗 兰 效 纲领 之 间 建 立 联 系 吗 ? ” 


他 的 这 个 思路 非常 神 否 。 通常 ， 在 量子 场 论 中 ， 我 们 的 研究 对 象 
征 描述 粒子 相互 作用 的 相关 函数 ， 例 如 ， 用 来 措 述 某 种 粒子 在 另外 两 
种 粒子 碰撞 中 出 现 概 率 的 相关 函数 。 不 过 ， 研 究 表明 ， 量 子 场 论 的 形 
式 多 种 多 样 ， 除 了 这 些 函 数 以 外 ， 量 子 场 论 中 还 有 其 他 很 多 更 加 微妙 
的 研究 对 象 。 这 些 对 象 与 我 们 在 第 14 章 中 讨论 格 罗 滕 迪克 的 “字典 * 时 
提 到 的 “ 层 * 顾 为 相似 。 人 们 从 单词 <membrane”( 膜 ) 中 截取 一 部 分 ， 
把 量子 场 论 的 这 些 研究 对 象 称 作 “D 膜 ”(D-brane) ， 简 称 “ 膜 ”。 


膜 这 个 概念 最 初出 现在 超 弦 论 的 讨论 中 。 当 我 们 思考 开 弦 在 目标 
流 形 M 上 的 运动 情况 时 ， 就 会 用 到 腊 的 概念 。 描 述 开 弦 两 个 端点 位 置 
的 最 简单 方法 ， 就 十 设 定 它 们 分 别 属于 M 的 两 个 子 集 B1 和 B2， 如 下 图 
所 示 。 图 中 细 线 表示 有 两 个 端点 的 开 驳 ， 一 个 端点 在 B1 上 ， 另 一 个 端 
点 在 B? 上 。 


这 样 ， 子 集 (更 准确 的 名 称 应 该 是 “ 子 流 形 ”) B1 和 B2 就 变 成 了 超 
弦 论 及 某 对 应 的 西格玛 模型 中 的 “运动 员 ”， 它 也 十 超 弦 论 中 一 般 膜 的 
原型 。 


由 于 两 个 西格玛 模型 可 以 形成 镜像 对 称 ， 因 此 它们 的 膜 也 会 产生 
某 种 关系 ， 即 “同调 镜像 对 称 ”。20 世 纪 90 年 代 中 期 ， 数 学 家 马克 西 姆 . 
孔 采 维 奇 (Maxim Kontsevich) 首先 提出 这 种 关系 。 随 后 ， 物 理学 家 
与 数学 家 开始 全 面 全 究 这 种 关系 ， 在 最 近 10 年 里 ， 这 种 研究 更 是 进行 
得 如 火 如 茶 。 


把 威 滕 在 普林斯顿 的 这 次 发 言 稍 加 归纳 束 会 发 现 ， 他 认为 与 度 三 
北大 系 对 等 的 正 是 这 种 同调 镜像 对 称 。 


我 们 需要 注意 的 是 ， 西 格 玛 模 型 有 两 种 类 型 ， 即 “A 模型 * 和 “B 模 
型 *。 我 们 现在 思考 的 两 个 西格玛 模型 事实 上 并 不 相同 : 目标 流 形 为 希 
钦 模 空间 M(X，G) 的 是 A 模型 ， 而 目标 流 形 为 M(X，LG) 的 是 B 模 型 。 因 
此 ， 这 两 个 理论 中 的 膜 也 分 别 被 称 为 “A 膜 "和 “B 膜 "。 在 镜像 对 称 的 条 
件 下 ， 对 于 M(X，G) 上 的 每 一 个 A 膜 ， 在 M(X，LG) 上 都 应 存在 一 个 B 
膜 ， 反 之 亦 然 。 


为 了 建立 几何 朗 兰 兹 关系 ， 我 们 必须 把 目 守 层 与 X 在 "G 中 基本 群 
的 各 种 表示 联系 起 来 。 威 滕 提出 可 以 利用 镜像 对 称 构建 这 种 联系 ， 如 
下 图 所 示 。 
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M(X，G) 上 的 4 膜 


尽管 威 滕 的 这 个 提议 有 行 进一步 完善 ， 但 他 为 如 何 建立 电磁 对 偶 
性 与 衣 兰 兹 纲领 的 联系 指出 了 方 同 ， 这 已 经 是 一 大 突破 了 。 一 方面 ， 
他 把 数学 家 们 尚未 发 现 的 大 量 新 概念 (当然 与 几何 朗 兰 兹 纲领 没有 关 
系 ) 引入 现代 数学 ， 包 括 膜 的 分 类 、 硕 钦 模 空间 在 朗 兰 效 纲领 中 的 特 
殊 作 用 ， 以 及 A 膜 与 衣 兰 效 纲领 之 间 的 联系 等 。 另 一 方面 ， 人 研究 电厂 
对 侦 性 与 度 兰 效 纲领 之 间 的 联系 ， 有 助 于 物理 学 家 运用 数学 的 理念 与 
深刻 见解 ， 去 加 深 对 量子 物理 学 的 理解 。 
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在 这 次 会 议 之 后 ， 威 滕 花 了 两 年 时 间 ， 与 加 州 理 工学 院 的 俄罗斯 
裔 物理 学 家 安 东 : 卡 普 斯 京 (Anton Kapustin) 共同 完善 了 他 的 这 个 提 
议 的 相关 细节 。2006 年 4 月 ， 他 们 基于 对 这 个 领域 的 研究 合 写 了 一 篇 论 
文 〈 长 达 230 页 ) ， 这 篇 文章 受到 物理 学 界 与 数学 界 的 一 致 赞誉 。 它 的 
第 一 段 提 及 了 本 书 讨论 的 诸多 概念 : 


数 域 的 表 兰 兹 纲领 统一 了 数论 中 大 量 的 经 典 成 果 与 现代 成 果 ， 
是 一 个 前 景 广阔 的 研究 领域 。 天 兰 交 纲领 为 有 限 域 平 面 上 的 曲线 构 
建 了 一 个 类 比 对 象 ， 有 限 域 平 面 上 的 曲线 一 直 是 一 个 非常 重要 的 研 
完 课 题 。 此 外 ， 几 何 明 兰 效 纲领 对 于 曲线 的 研究 ， 无 论 是 具有 特征 
p 的 有 限 域 乎 面 上 的 曲线 ， 还 是 普通 的 复杂 歼 曼 曲面 ， 都 已 经 取得 
了 显著 进展 .…... 本 文 主 要 人 研究 复杂 歼 曼 曲 面 的 几何 朗 兰 效 纲领 ， 目 
的 是 揭示 该 纲领 在 量子 场 论 中 的 重要 作用 。 在 开展 全 究 之 前 ， 我 们 
假设 和 人 们 并 不 熟悉 朗 三 效 纲领 但 古 默 认 大 家 对 超 对 称 规范 场 论 、 
电磁 对 偶 性 、 西 格 玛 模型 、 镜 像 对 称 、 膜 及 拓扑 场 论 等 学 科 已 经 有 


了 一 定 的 了 解 。 本 文昌 在 辣 大 家 指出 ， 我 们 在 应 用 上 述 学 科 中 大 家 
非常 熟悉 的 知识 解决 相应 的 问题 时 ， 将 会 用 到 表 兰 效 纲领 。 


随后 ， 卡 普 斯 系 和 威 滕 在 论文 的 引言 部 分 指出 ， 他 们 的 研究 始 于 
我 们 在 普林斯顿 高 等 研究 院 举行 的 这 次 会 议 (他 们 还 特别 提 到 我 的 学 
生 戴 维 .本 - 效 维 在 这 次 会 议 上 的 发 言 )。 


在 论文 的 正文 部 分 ， 卡 普 斯 泵 和 威 滕 进一步 拓展 了 威 滕 在 普 林 斯 
顿 会 议 发 言 中 提出 的 那些 观 点 ， 并 阐明 了 A 膜 与 B 膜 构架 、 两 者 之 间 的 
镜像 对 称 以 及 A 膜 与 目 守 层 之 间 的 联系 。 


为 了 介绍 他 们 的 人 研究 成 果 ， 我 们 先 看 一 个 天 于 镜像 对 称 的 简单 例 
子 。 卡 普 斯 泵 和 威 滕 人 研究 的 是 两 个 布 钦 模 空 间 及 其 对 应 的 西格玛 模型 
之 间 的 镜像 对 称 ， 现 在 ， 我 们 把 其 中 一 个 模 空间 替换 成 一 个 二 维 环 
面 。 


二 维 环 面 可 以 看 成 是 两 个 环 的 乘积 ， 下 图 中 的 网 线 清楚 地 表明 ， 
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网 线 中 的 横 同 圆 环 枫 是 一 个 个 “串珠 ”， 我 们 可 以 想象 在 环 面 中 间 
有 一 个 水 平 圆 环 ， 它 就 古 把 串珠 串 成 项 圈 的 链子 。 在 数学 家 服 中 ， 这 
个 项 圈 是 一 个 “纤维 化 结构 ”, “纤维 ?是 一 个 个 串珠 ,“ 基 座 ? 征 那 条 链 
子 。 也 束 是 说 ， 这 个 圆 环 是 一 个 纤维 化 结构 ， 纤 维 是 一 个 个 圆 环 ， 基 
座 也 是 一 个 圆 环 。 


我 们 把 基 座 圆 环 (链子 ) 的 半径 记 作 R1， 把 纤维 圆 环 《串珠 ) 的 
半径 记 作 R2。 研 究 表明 ， 该 结构 的 镜像 对 偶 流 形 也 是 一 个 环 面 ， 但 是 
该 环 面 是 半径 分 别 为 WR1 和 1/R2 的 两 个 圆 环 的 乘积 。 半 径 互 为 倒数 的 
现象 ， 与 电磁 对 侦 性 中 电 奏 互 为 倒数 的 现象 非常 相似 。 


这 样 一 来 ， 我 们 喊 有 两 个 镜像 对 偶 环 面 了 。 我 们 把 其 中 一 个 记 作 
T， 半 径 分 别 为 RI 和 R2， 把 男 一 个 记 作 TY， 半 径 分 别 为 UR1 和 R2。 注 
意 ， 如 果 T 的 基 座 圆 环 很 大 ( 即 R1 很 大 ) ，T* 的 基 座 圆 环 就 会 很 小 


(因为 VR1 的 值 非常 小 ) ， 反 之 亦 然 。“ 大 “小 "的 交错 对 应 是 量子 物 
理学 中 一 种 非常 解 见 的 对 偶 关 系 。 


我 们 人 研究 T 上 的 B 腊 和 TY 上 的 A 膜 。 不 难 理解 ， 两 者 在 镜像 对 称 中 
构成 对 应 关系 《有 时 这 种 对 应 关系 又 被 称 作 *T 对 偶 ”， 其 中 T 代 表 环 
面 ) 。 


环 面 T 上 的 8B 膜 EA TY 上 的 4 膜 


“AHR” (zero-brane) 是 T 上 的 一 种 常见 的 B 膜 ， 在 环 面 T 上 的 p 点 收 
缩 。 人 研究 发 现 ， 与 B 腊 不同， 与 之 对 侦 的 环 面 TY 上 的 A 膜 则 会 “附着 ”在 
整个 环 面 TY 的 上 面 。 这 里 ， 我 们 使 用 “附着 ”这 个 词 是 有 原因 的 ， 不 过 
如 果 对 此 进行 深入 解释 ， 就 会 偏离 我 们 现在 关注 的 内 容 。 实 际 上 ， 环 
面 人 上 的 A 膜 几乎 就 是 环 面 TY 本 刁 ， 只 不 过 A 膜 大 多 具备 某 种 结构 ， 即 
A 膜 循环 群 的 基本 群 表示 (与 第 15 章 讨论 的 内 容 相似 ，。 该 表示 由 原 
点 p 在 环 面 T 上 的 位 置 确 定 ， 因 此 ， 在 环 面 T 上 的 和 零 膜 与 “附着 ”在 环 面 
TY 上 的 A 膜 之 间 ， 实 际 上 存在 着 一 一 对 应 关系。 


这 种 现象 与 信号 处 理 领 域 广泛 使 用 的 传 里 叶 变 换 十 分 相似 ， 如 宋 
我 们 对 在 茶 个 时 间 点 附近 收缩 的 信号 进行 依 里 叶 变 换 ， 就 会 得 到 类 似 
于 波 的 信和 号。 如 下 图 所 示 ， 经 过 健 里 叶 变 换 的 信号 束 像 “附着 ”在 表示 
时 间 的 直线 上 。 


人 


传 里 时 变换 可 以 应 用 于 多 种 类 型 的 信号 ， 我 们 也 可 以 通过 它 的 地 
变换 ， 还 原 出 原始 信号 。 我 们 还 经 常 要 将 复杂 信号 转换 成 简单 信号 ， 
因此 ， 储 里 叶 变 换 的 用 途 十 分 广泛 。 同 样 ， 在 镜像 对 称 的 作用 下 ， 一 
个 环 面 上 的 复杂 的 膜 对 应 另 一 个 环 面 上 简单 的 膜 ， 反 之 亦 然 。 


研究 表明 ， 我 们 可 以 用 这 种 环 面 的 镜像 对 称 ， 去 描述 两 个 希 钦 模 
空间 中 的 膜 之 间 的 镜像 对 称 。 此 时 ， 我 们 需要 应 用 这 些 模 空 间 的 一 个 
重要 特性 〈 布 钦 本 人 描述 过 该 特性 ) ， 即 希 钦 空 间 是 一 个 纤维 化 结 
构 。 该 纤维 化 结构 的 基 座 是 回 量 空间 ， 纤 维 则 是 一 个 个 环 面 。 也 束 是 
说 ， 整 个 希 钦 空间 束 是 一 系列 环 面 ， 其 基 座 中 的 每 个 点 都 会 有 一 个 环 
面 与 之 对 应 。 在 最 简单 的 结构 中 ， 基 座 与 圆 环 纤维 都 是 二 维 结构 ， 整 
个 纤维 化 结构 如 下 图 所 示 (注意 ， 基 座 不 同 点 处 的 纤维 尺寸 不 同 ) : 


Pa 


我 们 可 以 把 希 钦 纤维 化 结构 视 为 一 使 甜 甜 轿 ， 只 不 过 甜 甜 圈 与 盒 
奔 的 接触 点 并 没有 构成 一 个 点 状 的 网 ， 而 且 盒 发 的 每 个 点 都 与 某 个 甜 
醋 圈 有 接触 。 因 此 ， 我 们 必须 有 无 穷 多 个 甜 甜 轿 一 一 有 这 么 多 的 甜 甜 


圈 ， 霍 默 .辛普森 人 时 肯定 非常 高 兴 |! 


研究 发 现 ， 与 衣 兰 效 对 偶 群 相关 的 镜像 对 称 硕 钦 模 空间 也 是 相同 
基 座 上 的 一 个 “ 甜 甜 圈 ”( 环 面 纤维 化 结构 ) 。 (“有 了 油 炸 圈 ， 还 有 什 
么 是 做 不 了 的 呢 ? ”) 


这 就 意味 着 ， 在 这 个 基 座 的 每 个 点 上 ， 都 存在 两 个 环 面 纤维 : 一 
个 是 位 于 A 模 型 一 侧 的 希 钦 模 空间 ， 另 一 个 是 位 于 B 模 型 一 侧 的 希 钦 模 
空间 。 此 外 ， 这 两 个 环 面 按 照 上 述 方 式 彼此 构成 镜像 对 称 关 系 (如 果 
其 中 一 个 环 面 的 半径 是 R1 和 R2 ， 另 一 个 环 面 的 半径 就 为 IVR1 和 
L/R2) ° 


在 通过 观察 得 出 这 些 结论 之 后 ， 我 们 束 可 以 借助 对 偶 环 面 纤维 之 
间 的 镜像 对 称 ， 来 研究 两 个 对 偶 希 钦 模 空间 的 纤维 之 间 的 镜像 对 称 。 


例如 ， 设 p 为 希 钦 模 空 间 M(X，LG ) 中 的 一 个 点 ， 我 们 取 在 该 点 收 
缩 的 雪 膜 ， 那 么 MGCXC，G) 上 的 镜像 对 偶 A 膜 是 什么 呢 ? 


p 是 环 面 上 的 一 点 ， 该 环 面 是 M(X，LG ) 在 基 座 点 b 处 的 纤维 (下 
图 中 左 侧 的 环 面 ， 位 于 B 模 型 一 侧 ) ， 其 对 偶 环 面 〈《 下 图 中 右 侧 的 环 
面 ， 位 于 A 模型 一 侧 ) 则 是 MCX，G) 在 同一 点 b 处 的 纤维 。 我 们 在 
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从 这 两 个 环 面 的 镜像 对 称 中 得 到 的 对 偶 环 面相 同 。 


位 于 8 模型 位 于 4 模型 一 侧 
一 仙 的 年 维 的 对 偶 纤维 


纤维 化 结构 


基 座 上 的 点 “中 


此 前 ， 安 德 鲁 -斯 特 罗 明 格 (Andrew Strominger) 、 开 成 桐 和 埃 里 
we thi (Eric Zaslow) 等 人 提出 过 这 种 通过 对 偶 环 面 的 纤维 化 结 
构 ， 从 纤维 的 角度 描述 一 般 情 况 下 的 镜像 对 称 的 方法 。 现 在 ， 这 种 方 
法 被 称 作 SYZ 猜 想 或 YZ 机制。 这 种 方法 的 效果 十 分 显著 ， 尺 管 人 们 
已 经 十 分 了 解 对 偶 环 面 的 镜像 对 称 ， 但 是 一 般 流 形 (如 项 钦 模 空间 ) 
的 镜像 对 称 仍 然 十 分 神秘 。 因 此 ， 把 一 般 流 形 的 镜像 对 称 人 简化 为 环 面 
的 镜像 对 称 ， 可 以 为 我 们 的 研究 创造 很 多 便利 条 件 。 当 然 ， 为 了 实现 
这 个 目的 ， 我 们 必须 把 两 个 镜像 对 偶 流 形 表示 为 同一 基 座 上 的 对 偶 环 
面 的 纤维 化 结构 (同时 ， 这 些 纤维 化 结构 必须 满足 某 些 条 件 ) oo SEB 
的 是 ， 在 希 钦 模 空 间 中 的 确 存 在 这 样 的 纤维 化 结构 ， 因 此 ， 我 们 可 以 
应 用 SYZ 机 制 。 ( 环 面 纤 维 的 维 数 一 般 都 大 于 二 ， 但 是 其 整体 情况 相 
似 。) 


现在 ， 我 们 用 镜像 对 称 来 构建 表 兰 兹 关系 。 首 先 ， 人 研究 表明 ， 项 
钦 模 空 间 M(X，LG) 中 的 点 正 好 是 黎 曼 曲面 X 在 LG 中 的 基本 群 表示 。 我 


们 取 在 该 点 收缩 的 零 膜 ， 根 据 SYZ 机 制 ， 对 偶 A 膜 将 * 附 着? 在 对 偶 环 面 
之 上 (对 侦 希 钦 模 空间 中 的 纤维 则 位 于 基 座 上 相同 点 的 上 方 )。 


卡 普 斯 各 与 威 滕 不仅 详 细 地 摘 述 了 这 些 A 膜 ， 而 且 解 释 了 如 何 将 
它们 转变 成 几何 朗 兰 兹 关系 的 目 守 层 。 因 此 ， 我 们 可 以 通过 下 图 所 示 
尝 程 来 实现 衣 兰 兹 关系 : 


Lc 中 站 的 基本 群 表示 


“附着 ”在 M(X，G) 中 
对 偶 环 面 上 的 4 膜 


这 个 关系 中 出 现 了 一 个 至 关 重 要 的 媒介 ， 即 A 膜 。 卡 普 斯 永和 威 
滕 提出 ， 可 以 通过 两 个 步 又 来 构建 表 兰 效 天 系 。 他 们 首先 利用 镜像 对 
称 构建 A 膜 ， 然后 在 A 膜 的 基础 上 构建 自 守 层 。 到 目前 为 止 ， 我 们 的 讨 
论 只 涉及 了 第 一 个 步骤 ， 即 镜像 对 称 。 与 第 一 个 步骤 一 样 ， 第 二 个 步 
又 也 非常 有 意思 。 事 实 上 ， 正 是 因为 卡 普 斯 素 和 威 滕 具有 敏锐 的 洞察 
力 ， 他 们 才 发 现 A 膜 与 目 守 层 之 间 存 在 这 种 联系 ， 而 在 他 们 提出 之 
前 ， 人 们 根本 不 知道 其 存在 。 此 外 ， 卡 普 斯 未 和 威 滕 还 提出 ， 在 更 为 
普 人 过 的 情况 下 ， 这 种 联系 依然 存在 。 受 到 这 个 令 人 吃 慰 的 想法 的 驱 
动 ， 很 多 人 的 数学 人 研究 部 取 得 了 丰硕 的 成 果 。 
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我 父 杀 认为 ， 上 述 这 些 内 容 太 复杂 深奥 了 。 是 啊 ， 我 们 有 项 钦 模 
空间 、 镜 像 对 称 、A 膜 、B 膜 、 目 守 层 .…… 这 些 内 容 的 确 会 让 人 坚 头 转 
癌 。 事 实 上 ， 即 使 是 这 方面 的 专家 ， 真 能 弄 清 楚 这 个 构架 包含 的 所 有 
内 容 的 人 也 十 凤 毛衣 角 。 不 过 ， 我 并 不 姥 望 大 家 能 了 解 这 些 概 仿 ， 而 
古 希 望 揭示 它们 之 间 的 逻辑 关系 ， 以 及 让 大 家 了 解 科学 家 人 研究 这 些 概 


念 的 创造 性 过 程 : 他 们 的 动机 是 什么 ? 他 们 是 如 何 相互 学 习 、 相 互 交 
流 的 ? 他 们 的 发 现 对 我 们 理解 一 些 关 键 性 问题 有 怎样 的 推动 作用 ? 


不 过 ， 为 了 便于 大 家 理解 ， 我 们 可 以 借助 下 表 来 表示 各 人 研 完 对 象 
之 间 的 类 似 性 。 表 中 包括 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑” 三 个 轨道 的 概念 ， 以 及 量 
子 物理 学 领域 的 研究 对 象 。 下 表 是 对 第 206 页 “ 罗 塞 塔 石碑 ”图 的 扩展 。 
(我 把 “ 罗 塞 塔 石碑 ”左边 与 中 间 的 那 两 个 轨道 合并 在 一 起 ， 因 为 这 两 
个 轨道 中 的 对 象 极其 相似 。) 


数论 及 曲线 / 有限 域 


表 兰 兹 关系 


黎 曼 曲面 


几何 朗 兰 兹 关系 


量子 物理 学 


电磁 对 偶 性 、 镜 像 对 称 


伽 罗 瓦 群 


伽 罗 瓦 群 在 Ze 中 的 表示 


天 的 基本 和 群 


基本 和 群 在 “G 中 的 表示 


蕊 的 基本 和 群 


M (Lo, X) 上 的 零 腊 


自 守 函数 自 守 层 M(G, X) EA XB 


看 了 上 表 之 后 ， 父 亲 问 我 : BATRA BU E IE Z ih RBA = 2 
领 的 ? 这 个 问题 当然 具有 重要 意义 。 首 先 ， 他 们 在 表 兰 效 纲领 与 镜像 
对 称 、 电 磁 对 贫 性 之 间 建 立 了 某 种 联系 ， 这 样 一 来 ， 我 们 殊 可 以 利用 
量子 物理 学 在 该 领域 的 大 量 研 究 成 末 ， 进 一 步 拓 展 衣 宇 效 纲领 >。 反 过 
来 ,大衣 兰 效 纲领 的 理念 被 引入 到 物 学 领域 ， 义 会 引导 物理 学 家 在 电 
位 对 侦 性 领域 提出 一 些 他 们 以 前 根本 不 会 想到 的 问题 。 这 种 联系 已 经 
创造 了 一 些 非常 了 不 起 的 发 现 。 其 次 ， 人 研究 发 现 ，A 膜 这 种 数学 语言 
非常 适合 表 兰 效 纲 领 研究 。 我 们 都 知道 目 守 层 异 币 复 杂 ， 而 很 多 A 膜 
的 结构 则 简单 得 多 。 借 助 A 膜 这 种 语言 ， 朗 兰 效 纲领 中 某 些 神秘 莫 测 
的 难题 将 会 迎刃而解 。 


下 面 ， 我 举 个 具体 的 例子 ， 来 说 明 这 种 新 语言 的 应 用 情况 。 在 这 
次 普林斯顿 会 议 之 后 ， 我 和 威 腾 展 开 了 一 项 合作 ， 并 于 2007 年 完成 。 
为 便于 大 家 理解 我 们 这 项 合作 的 内 容 ， 我 先 同 大 家 介绍 本 书 一 直 在 有 
意 无 意 回 避 的 一 个 问题 。 在 上 述 讨 论 中 ， 我 假定 两 个 硕 钦 模 空间 中 的 


纤维 都 是 我 们 常见 的 光滑 环 面 ( 束 像 上 文 图 中 所 示 的 那些 形状 规则 的 
环 面 ) 。 实 际 上 ， 大 多 数 纤维 确实 如 此 ， 但 还 有 一 些 纤维 有 所 不 同 ， 
它们 是 光滑 环 面 变异 后 形成 的 。 如 采 没 有 这 些 变异 的 结构 ， 那 么 SYZ 
机 制 足 可 以 完整 地 描述 两 个 希 钦 模 空 间 上 膜 的 镜像 对 称 。 但 是 ， 当 这 
种 变异 的 环 面 出 现 之 后 ， 镜 像 对 称 性 的 复杂 程度 束 大 大 增强 了 。 镜 像 
对 称 最 有 趣 、 但 也 是 最 复杂 的 部 分 ， 束 是 “寄居 ”在 这 些 变异 环 面 上 的 
膜 所 产生 的 镜像 对 称 。 


卡 普 斯 系 和 威 腾 在 他 们 的 论文 中 只 考虑 了 光滑 环 面 上 的 镜像 对 
称 ， 因 此 ， 变 异 环 面 上 的 镜像 对 称 仍 然 是 一 个 空 日 的 研究 领域 。 在 我 
和 威 滕 合作 完成 的 论文 中 ， 我 们 解释 了 最 简单 的 变异 环 面 上 的 镜像 对 
称 。 这 种 环 面具 有 “了 迹 形 奇 点 ” (orbifold singularity) ， 如 下 图 所 示 : 


图 中 这 种 被 压 忆 的 环 面 实际 上 就 古 一 种 变异 的 纤维 ， 只 不 过 其 中 
的 黎 曼 曲面 X 是 一 个 环 面 ， 而 且 LG 群 是 SO(3) 群 (该 结论 直接 引 目 我 与 
威 腾 合 写 的 那 篇 论文 ) 。 在 这 种 情况 下 ， 希 钦 纤维 化 结构 的 基 座 是 一 
个 平面 。 对 于 该 平面 上 的 几乎 所 有 点 来 说 (除了 三 个 特殊 点 ) ， 纤 维 
都 是 村 第 的 光 裤 环 面 。 也 束 是 说 ， 除 去 这 三 个 点 ， 该 硕 钦 纤维 化 结构 
就 是 一 组 光滑 环 面 〈 甜 甜 圈 ) , 不 过 ， 在 这 三 个 点 各 自 的 邻 域 中 ， 环 
面 纤维 〈 甜 甜 圈 ) 的 “有 颈 部 ”会 塌陷 ， 如 下 图 所 示 。 在 该 图 中 ， 我 们 治 
着 基 座 中 的 给 定 路 径 观察 各 点 上 方 纤维 的 情况 。 
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无 须 为 霍 默 担心 ， 因 为 盒子 里 仍然 有 无 穷 多 个 完好 无 损 的 甜 甜 圈 ) 。 


我 们 越 靠近 基 座 中 被 标记 出 来 的 那个 点 (三 个 特殊 点 中 的 一 
个 ) ,纤维 环 面 的 贷 部 就 越 届 ， 当 到 达标 记 点 时 ， 甜 甜 圈 就 会 塌陷 。 
在 上 图 中 ， 我 们 从 一 个 不 同 的 角度 展示 了 标记 点 处 的 纤维 状况 。 此 
时 ， 纤 维 不 再 是 一 个 环 面 ， 而 是 一 个 变异 环 面 。 


我 们 需要 回答 的 问题 是 : 希 钦 模 空间 中 的 零 膜 在 变异 环 面 的 特殊 
点 《如 上 图 中 的 标记 点 ， 在 此 处 ， 环 面 颈 部 塌陷 ) 处 收缩 时 ， 环 面 发 
生 了 什么 变化 ? 数学 家 给 出 的 答案 是 迹 形 奇 点 。 


研究 发 现 ， 该 点 还 有 一 个 对 称 群 。 在 上 述 例子 中 ， 该 点 的 这 个 对 
称 群 与 一 只 蝴蝶 的 对 称 群 相同 。 Bea < ， 该 群 不 仅 包含 恒 等 元 ， 还 有 
一 个 与 翻转 蝴 嵘 其 膀 相对 应 的 元 素 。 这 意味 着 在 该 点 处 收缩 的 不 是 一 
个 零 膜 ， 而 是 两 个 不 同 的 零 膜 。 于 是 ， 我 们 的 问题 就 变 成 ， 在 对 侦 希 
钦 模 空 间 中 的 两 个 A 膜 是 什么 ? [注意 ， 在 这 种 情况 下 ，G 就 是 SU(2) 
群 ， 也 就 是 SO(3) 群 的 妆 兰 效 对 偶 群 。] 


我 和 威 滕 在 论文 中 指出 ， 在 希 钦 纤维 化 结构 基 座 中 的 三 个 特殊 点 
处 ,与 其 构成 镜像 对 伪 的 变异 环 面具 有 如 下 图 所 示 的 特点 (该 图 引 目 
我 们 合 写 的 论文 ) 
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该 希 钦 纤维 化 结构 表现 出 与 前 一 幅 图 相似 的 特点 ， 不 过 随 着 我 们 
逐渐 靠近 基 座 上 的 特殊 点 ， 环 面 上 有 两 个 地 方 变 得 越 来 越 届 ， 当 我 们 


到 达 该 特殊 点 时 ， 这 两 个 地 方 都 会 塌陷 。 由 于 环 面 在 两 个 地 方 塌陷 ， 
因此 其 对 应 的 变异 纤维 与 前 一 幅 图 中 的 纤维 大 不 相同 。 该 变异 环 面包 
含 两 个 部 分 ， 数 学 家 称 之 为 “组 分 ”(component) 。 现 在 ， 我 们 可 以 回 
答 那 个 问题 了 。 我 们 寻找 的 两 个 A 膜 (与 在 第 一 个 变异 环 面 的 迹 形 奇 
点 处 收缩 的 两 个 零 膜 构成 镜像 对 偶 ) ， 就 是 “附着 ”在 对 偶 变 异 环 面 的 
两 个 组 分 上 的 A 膜 。 


这 束 是 一 般 情 况 下 镜像 对 称 的 原型 。 如 采 我 们 把 这 两 个 布 钦 模 经 
间 看 作 同 一 个 基 座 上 的 两 个 纤维 化 结构 ， 就 会 发 现在 这 两 个 结构 中 都 
有 变异 纤维 ， 不 过 变异 机 制 是 不 同 的 。 如 采 在 B 膜 一 侧 存 在 一 个 具有 
内 对 称 群 《如 蝴蝶 的 对 称 群 ) 的 迹 形 奇 点 ， 那 么 在 4 膜 一 侧 的 纤维 就 
会 包含 若干 组 分 〈 如 上 图 中 的 两 个 组 分 ) 。 研 究 发 现 ， 这 些 组 分 的 个 
数 与 在 B 膜 一 侧 的 对 称 群 中 元 素 的 个 数 相同 。 这 个 特点 可 以 确保 在 迹 
形 奇 点 处 收缩 的 零 膜 ， 正 好 与 “附着 ?在 这 些 不 同 组 分 上 的 A 膜 相对 应 。 


在 我 和 威 滕 合作 完成 的 这 篇 论文 中 ， 我 们 详细 地 分 析 了 这 个 现 
象 。 令 人 惊奇 的 是 ， 我 们 不 仅 因此 在 黎 曼 曲面 的 几何 朗 兰 兹 纲领 这 个 
领域 有 所 发 现 ， 而 且 对 韦 伊 “ 罗 塞 塔 石碑 ”中 间 的 轨道 (关于 有 限 域 平 
面 上 的 曲线 ) 也 有 了 一 些 深刻 的 认识 。 这 个 例子 充分 说 明 ， 在 某 一 个 
领域 (量子 物理 学 ) 中 形成 的 想法 与 认识 ， 有 可 能 会 反 过 来 对 朗 兰 效 
纲领 的 基础 内 容 产 生 影响 。 


这 种 联系 的 重要 作用 充分 地 体现 在 我 们 的 研究 成 果 之 中 。 现 在 ， 
我 们 发 现 韦 伊 “ 罗 窗 塔 石碑 ”不 止 三 个 轨道 ， 还 应 该 加 上 第 四 个 轨道 
一 一 量子 物理 学 。 当 我 们 在 第 四 个 轨道 中 有 新 发 现时 ， 束 会 研究 其 他 
三 个 轨道 中 应 该 会 有 哪些 类 似 的 发 现 。 这 个 方法 变 成 我 们 发 据 新 想 
法 ， 获 得 新 认识 的 源泉 。 


mK 米 米 


我 和 威 滕 于 2007 年 4 月 开始 合作 这 个 项 目 ， 当 时 我 正在 普林斯顿 高 
等 研究 院 访 问 。 这 篇 论文 是 在 当年 的 10 月 31 日 完成 的 ， 正 好 是 万 圣 
Pe (这 个 日 子 我 记得 非常 清楚 ， 因 为 那天 我 在 网 上 提交 完 论 文 之 
后 ， 就 去 参加 一 个 万 圣 节 的 庆祝 晚会 了 。) 在 这 7 个 月 的 时 间 里 ， 我 去 
了 研究 院 三 次 ， 每 次 大 约 逗 留 一 周 时 间 ， 在 这 一 周 里 的 每 一 天 ， 我 和 
威 滕 都 会 在 他 那 间 布置 得 很 温 世 的 办 公 室 里 埋头 钻研 。 而 其 余 的 时 间 
里 ， 我 们 则 各 目 做 人 研究。 我 基本 上 在 伯克利 与 巴黎 两 地 奔波 ， 还 在 里 
约 热 内 卢 竺 了 两 周 ， 走 访 了 那里 的 一 所 数学 学 院 。 不 过 ， 我 在 哪里 并 
不 重要 ， 只 要 能 上 网 ， 我 和 威 滕 的 合作 束 不 会 受到 影响 。 在 交流 最 频 
繁 的 时 候 ， 我 们 一 天 就 会 有 十 几 封 邮件 往来 。 我 们 通过 邮件 交流 对 某 
个 问题 的 思考 ， 或 者 把 论文 草稿 发 送 给 对 方 。 由 于 我 们 的 名 字 相 同 ， 
因此 我 们 的 邮件 也 形成 了 某 种 镜像 对 称 : 每 封 邮件 的 抬头 都 是 “亲爱 的 
爱德华 "， 落 款 则 都 是 “ 锅 好 ! 爱德华 ”。 


由 于 这 次 合作 ， 我 得 以 近 距 离 地 接触 威 胖 ， 他 的 学 术 能 力 与 职业 
道德 都 让 我 赞叹 不 已 。 我 记得 在 选择 研究 内 容 时 ， 他 投入 了 大 量 的 时 
间 与 精力 。 在 前 文中 我 说 过 ， 在 这 方面 需要 解决 的 问题 非常 多 ， 可 能 
需要 花 350 年 才能 完全 解决 ， 因 此， 我 们 必须 认真 评估 某 个 问题 的 “性 
价 比 ”>， 也 残 是 说 不 仅 要 考虑 其 研究 价值 ， 还 要 考虑 在 合理 时 间 内 取得 
成 功 的 概率 。 我 觉得 威 滕 的 直觉 非常 准确 ， 判 断 能 力也 非常 强 。 一 旦 
确定 了 人 研究 课题 ， 他 丈 会 坚持 不 懈 、 埋 头 钻研 ， 很 像 淘 姆 . 克 鲁 斯 

(Tom Cruise) 在 电影 《 借 刀 杀人 》 (Collateral) 中 饰演 的 那个 角 
色 。 他 在 研究 中 十 分 讲究 方法 ， 而 且 考 虚 周 详 ， 不 会 有 任何 遗漏 。 当 
然 ， 和 普通 人 一 样 ， 他 也 经 常 有 困惑 的 时 候 。 不 过 ， 每 次 他 都 能 找到 
解决 办 法 。 总 之 ,与 他 的 这 次 合作 ， 在 很 多 方面 都 对 我 有 所 启迪 和 帮 
助 。 


朗 兰 效 纲领 与 电磁 对 偶 性 的 联系 迅速 成 为 一 个 研究 热点 ， 并 发 展 
成 为 一 个 朝气 造 靳 的 研究 领域 。 在 这 个 发 展 过 程 中 ， 我 们 在 圣 严 双 拉 
卡 夫 里 人 研究 所 组 织 的 理论 物理 学 年 会 起 到 了 至 关 重 要 的 推动 作用 ， 该 


研究 所 的 主任 、 诺 贝尔 奖 获 得 者 戴 维 - 格 罗 索 (David Gross) 给 予 了 大 
力 支持 。 


2009 年 6 月 ， 我 应 邀 在 布尔 巴 基 研讨 会 上 发 言 ， 介 绍 这 个 领域 取得 
的 新 进展 。 该 研讨 会 发 起 于 二战" 结束 后 不 久 ， 是 世界 上 历史 最 悠久 
的 数学 研讨 会 ， 在 数学 界 享有 盛誉 。 研 讨 会 成 员 利 用 周末 时 间 ， 每 年 
在 巴黎 的 亨利 : 绢 加 羔 研 究 所 (Henri Poincare Institute) 召开 二 次 会 
议 ， 每 次 都 有 许多 数学 家 踊跃 参 会 。 人 研讨 会 的 创办 人 是 一 群 年 轻 而 有 
天 赋 的 数学 家 ， 他 们 杜撰 了 一 个 名 字 ， 自 称 “ 尼 古 拉 : 布 尔 巴 基 合 作者 
协会 ”(Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki) 。 人 研讨 会 的 
理念 是 ， 以 乔治 : 康 托 尔 (Georg Cantor) 于 20 世 纪 末 提出 的 集合 论 为 
基础 ， 利 用 一 套 严 格 的 新 标准 改写 数学 的 基础 内 容 。 尽 管 他 们 未 能 完 
全 实现 自己 的 目标 ， 但 研讨 会 却 在 数学 家 当中 产生 了 巨大 的 影响 。 安 
德 烈 韦 伊 是 创办 人 之 一 ， 亚 历 山大 . 格 罗 滕 迪克 后 来 也 是 其 中 的 一 个 重 
要 人 物 。 


布尔 巴 基 研 讨 会 的 目的 是 报告 数学 家 们 所 取得 的 最 显著 成 果 。 从 
创办 之 初 ， 人 研讨 会 就 设立 了 一 个 秘密 委员 会 (按照 规定 ， 委 员 会 成 员 
的 年 龄 不 得 超过 50 罗 ) ， 成 员 们 负责 挑选 会 议 主题 ， 并 确定 发 言 人 
选 。 显 然 ， 布尔 巴 基 人 研讨 会 的 创始 人 认为 他 们 必须 不 断 癌 活动 中 注入 
新 鲜血 液 ， 这 个 原则 保证 了 该 项 活动 得 以 顺利 延续 。 委 员 会 负 贡 邀请 
发 言 人 ， 并 要 求 发言 人 提前 写 好 发 言 稿 ， 在 研讨 会 召开 时 分 发 给 参 会 
者 。 由 于 在 该 研讨 会 上 发 言 是 一 项 采 誉 ， 因 此 发 言 人 都 会 遵从 这 个 要 


我 参加 的 这 次 研讨 会 的 主题 是 “规范 场 论 与 衣 宇 效 对 侦 ”。 RAS 
时 采用 了 与 本 书 差 不 多 的 语言 风格 ， 不 过 技术 性 很 强 ， 里 面包 含 了 很 
多 公式 与 数学 术语 。 我 首先 从 安 德 烈 - 书 伊 的 “ 罗 塞 塔 石碑 ” 谈 起 ， 跟 本 
书 一 样 ， 我 也 简单 地 介绍 了 它 的 三 个 轨道 。 韦 伊 是 布尔 巴 基 委 员 会 的 
成 员 之 一 ， 我 觉得 在 研讨 会 上 讨论 他 的 观点 与 想法 是 非常 合适 的 。 然 


后 ， 我 重点 介绍 了 最 新 的 研究 成 果 ， 即 如 何在 朗 兰 效 纲领 与 电磁 对 伪 
性 之 间 建 立 联 系 。 


我 的 发 言 深 受 参 会 者 的 欢迎 。 我 看 到 让 -- 皮 埃 尔 : 塞 尔 (Jean-Pierre 
Serre) 从 在 第 一 排 ， 塞 尔 是 布尔 巴 基 委 员 会 的 另 一 个 重要 成 员 ， 也 是 
一 个 传奇 人 物 ， 看 到 他 在 场 ， 让 我 感到 尤为 高 兴 。 我 的 发 言 结束 后 ， 
他 走 上 前 来 ， 先 是 提出 了 几 个 尖锐 的 技术 问题 ， 然 后 对 我 的 发 言 做 了 
一 番 评 论 。 


“你 把 量子 物理 学 看 成 韦 伊 ‘ 罗 塞 塔 石碑 "的 第 四 个 轨道 ， 我 觉得 这 
个 想法 很 有 意思 。” 他 说 , “你 知道 ， 安 德 烈 ' 韦 伊 本 人 并 不 怎么 喜欢 物 
理学 。 不 过 ， 如 果 他 今天 也 来 了 ， 我 觉得 他 肯定 也 会 认为 量子 物理 学 
征 ' 罗 塞 塔 石碑 ' 的 一 项 重要 内 容 。” 


我 觉得 这 征 我 得 到 的 最 好 的 赞扬 。 


oK OOK OK 


近 几 年 来 ， 人们 在 朗 兰 效 纲领 的 研究 上 取得 了 许多 进展 ， 内 容 涉 
及 韦 伊 * 罗 赛 塔 石碑 ”的 所 有 轨道 。 虽 然 我 们 与 彻 确 揭 开 朗 兰 效 纲领 中 
的 所 有 谜团 这 个 目标 前 有 一 段 距离 ， 但 有 一 点 我 们 可 以 确定 : BAS 2k 
纲领 经 受 住 了 时 间 的 考验 。 现 在 ， 我 们 可 以 更 加 清楚 地 看 到 ， 朗 兰 效 
纲领 已 经 引领 着 我 们 与 数学 及 物理 学 中 最 基本 的 问题 渐 行 渐 近 。 


近 50 年 前 ， 朗 兰 效 在 写 给 安 德 烈 : 韦 伊 的 信 中 提出 了 这 些 概念 与 想 
法 ; 时 至 今日 ， 其 重要 性 也 丝 坚 没有 减弱 。 我 不 敢 确 定 ， 在 未 来 50 年 
里 ， 我 们 能 否 解答 他 提出 的 所 有 问题 但 度 兰 效 纲领 无 疑 会 大 放 弄 
彩 。 在 本 书 的 读者 当中 ， 也 许 束 有 人 会 为 这 个 迷人 的 课题 做 出 页 献 。 


朗 兰 兹 纲领 是 本 书 讨论 的 重点 ， 它 包含 意义 深奥 的 概念 架构 、 开 
创 性 的 洞 见 、 富 有 诱惑 力 的 猜想 、 意 义 深 远 的 定理 以 及 不 同 领域 间 令 


人 意 想不到 的 联系 ， 所 有 这 一 切 都 为 我 们 了 解 现代 数学 提供 了 一 个 全 
景 式 的 视角 。 它 揭示 了 数学 与 物理 学 之 间 的 微妙 联系 ， 让 两 个 学 科 开 
展 了 有 双 顾 效果 的 对 话 。 此 外 ， 明 兰 兹 纲领 还 是 一 个 典型 范例 ， 展 示 
了 我 们 在 第 2 章 讨 论 的 数学 理论 应 当 具 备 的 4 个 特性 : 普 适 性 、 客 观 
性 、 持 久 性 以 及 与 物理 世界 的 相关 性 。 


当然 ， 数 学 中 还 有 很 多 分 文 领域 也 有 引人入胜 的 魅力 。 在 这 些 领 
域 中 ， 有 的 已 经 通过 相关 文献 向 非 专 业 人 士 展现 了 其 中 的 魅力 ， 而 有 
的 领域 却 依 然 是 “ 藏 在 深 转 人 不 识 ”。 亨利 : 戴 维 - 梭 罗 (Henry David 
Thoreau) 说 过 : “我 们 都 听 说 过 数学 这 首 美 妙 的 诗歌 ， 但 没有 多 少 人 
为 我 们 吟 诵 。?”150 多 年 过 去 了 ， 他 说 的 这 种 情形 仍然 没有 改观 。 这 说 
明 ， 我 们 这 些 从 事 数 学 研究 的 人 必须 更 加 努力 ， 同 更 多 的 人 介绍 这 门 
学 科 的 巨大 作用 以 及 强 藏 其 中 的 美 。 与 此 同时 ， 我 布 望 我 对 度 宇 效 纲 
领 的 介绍 能 激发 读者 的 好 奇 心 ， 激 励 他 们 钻研 更 多 的 数学 知识 。 


1. 替 默 :辛普森 (Homer Simpson) 是 美国 动画 片 《辛普森 一 家 》 中 的 一 个 虚构 角色 。 
虽然 贪 吃 、 懒 懈 ， 还 经 常 营 事 ， 但 他 偶尔 却 能 展现 出 自身 的 才智 与 价值 。 一 一 译 者 注 


第 18 章 
爱 的 公式 与 终极 真理 


2008 年 ， 我 获得 了 巴黎 数学 基金 会 Fondation Sciences 
Mathématiques de Paris) 刚刚 设立 不 久 的 Chaire d’ Excellence 奖 ， 并 应 
邀 去 巴黎 从 事 人 研究 工作 ， 以 及 通过 演讲 介绍 我 的 研究 成 采 。 


巴黎 是 全 球 的 数学 中 心 之 一 ， 也 是 电影 之 都 。 里 处 这 样 的 环境 之 
中 ， 我 萌生 了 一 个 念头 ， 想 要 担 摄 一 部 介绍 数学 的 电影 。 通 俗 电影 往 
往 会 把 数学 家 塑造 成 几 近 精神 错乱 、 与 社会 格格 不 入 的 怪人 ， 让 观众 
觉得 数学 是 一 门 与 现实 蝇 不 相干 、 桔 燥 无 味 的 学 科 。 有 谁 愿意 终 其 一 
生 从 事 一 项 宫 无 现实 意义 的 工作 呢 ? 


2008 年 12 月 ， 在 我 回 到 伯克利 之 后 ， 决 定 开 发 我 的 艺术 天 赋 。 我 
的 邻居 托马斯 -法 贝尔 (Thomas Farber) 是 一 位 优秀 的 作家 ， 在 加 州 大 
学 伯克利 分 校 教 授 创 意 写 作 课 程 。 我 问 他 : “我 们 能 不 能 写 一 个 介绍 作 
家 与 数学 家 的 剧本 呢 ? ”汤姆 非常 喜欢 这 个 创意 ， 他 提出 我 们 可 以 去 法 
国 南部 ， 坐 在 沙滩 上 完成 这 个 剧本 。 我 们 把 剧本 的 开头 确定 下 来 : 在 
一 个 阳光 灿烂 的 日 子 ， 一 位 作家 和 一 位 数学 家 坐 在 沙滩 上 的 露天 咖啡 
迄 的 两 张 相 邻 的 蝎子 苗 。 周 围 的 环境 十 分 优美 ， 他 们 觉得 很 愉悦 ， 并 
交流 起 来 。 接 下 来 会 发 生 什 么 呢 ? 


这 项 工作 跟 我 以 前 与 数学 家 或 物理 学 家 的 合作 人 研究 有 些 相 似 ， 但 
MAMA: 我 们 反复 其 酌 ， 用 合适 的 词句 描述 人 物 的 情感 与 心理 活 
动 ， 一 步 步 地 进入 故事 的 核心 。 与 我 在 数学 研究 中 习以为常 的 整体 框 
膝 相 比 ， 剧 本 的 写作 过 程 灵 活 多 变 ， 限 制 性 要 小 得 多 。 就 这 样 ， 我 与 
我 尊重 与 潜 拜 的 作家 并 肩 战 斗 ， 开 始 了 我 们 的 合作 。 双 运 的 是 ， 淘 姆 
从 来 不 将 他 的 意志 强加 于 我 ， 而 是 通过 平等 的 交流 ， 让 我 能 充分 发 挥 
目 己 的 写作 才能 。 我 的 几 位 导师 将 我 市 进 了 数学 世界 ， 淘 姆 则 帮助 我 
走 进 了 写作 的 殿 音 ， 我 一 直 对 他 心怀 感激 。 


在 剧本 中 ， 有 一 次 那 位 数学 家 跟 作 家 谈 到 了 “二 体 问 题 ” (two- 
body problem) 。 这 个 问题 是 指 两 个 对 象 (SEE) ， 例 如 恒星 与 行 
星 ， 仅 仅 与 对 方 发 生 相 互 作 用 (我 们 忽略 发 生 在 它们 身上 的 其 他 作用 


力 ) 。 只 要 知道 它们 彼此 间 的 吸引 力 ， 我 们 就 可 以 用 一 个 简单 的 数学 
公式 ， 准 确 地 预测 它们 未 来 的 运动 轨迹 。 不 过 ， 如 琳 这 两 个 实体 是 人 
体 ， 例 如 一 对 情人 或 好 友 ， 他 们 的 相互 作用 就 要 复业 得 多 。 在 这 种 情 
况 下 ， 即 使 二 体 问题 有 解 ， 那 也 不 会 是 唯一 解 。 


我 们 的 剧本 讨论 的 是 现实 世界 与 抽象 世界 之 间 的 碰撞 : A PER 
的 理 查 德 看 到 的 是 文学 与 乞 术 的 世界 ， 身 为 数学 家 的 菲利普 看 到 的 则 
征 目 然 科 学 与 数学 的 世界 。 在 各 目 擅长 的 抽象 领域 ， 两 人 都 如 鱼 得 
水 ， 但 是 两 人 的 这 种 碰撞 对 现实 世界 会 产生 哪些 影响 呢 ? 菲利普 试图 
一 分 为 二 地 看 行 这 个 问题 ， 想 要 在 他 擅长 的 数学 真理 与 不 擅长 的 人 文 
真理 之 间 取 得 平衡 。 他 知道 ， 如 有 果 把 生活 中 遇 到 的 问题 也 当 作 数学 问 
题 来 处 理 ， 有 可 能 会 徒劳 无 功 。 


我 和 淘 姆 也 经 党 思考 一 个 问题 : 通过 讲述 这 两 个 人 的 故事 ， 我 们 
能 看 到 艺术 与 科学 [查尔斯 -斯 诺 (Charles Snow) 称 之 为 “两 种 文化 ”] 之 
间 的 异同 吗 ? 事实 上 ， 我 们 可 以 认为 这 部 电影 古 在 类 比 人 类 的 左 脑 和 
右 脑 。 它 们 古 同 时 存在 于 一 个 大 脑 中 的 两 种 “文化 ”"， 两 者 相互 范 争 义 
相互 扶持 。 


在 剧本 中 ， 两 个 角色 还 交流 了 他 们 的 情感 经 历 : 他 们 十 如 何 找到 
又 失去 真爱 的 ， 他 们 经 历 了 哪些 撕 心 狠 肺 的 事 。 在 这 一 天 ， 他 们 也 条 
后 了 几 名 女性 ， 这 两 个 家 伙 把 对 目 己 职业 的 热情 当 作 吸 引 异 性 的 工 
具 。 他 们 在 很 多 方面 志同道合 ， 但 矛盾 也 悄然 而 至 ， 并 且 最 终 产 生出 
了 一 个 令 人 意 想 不 到 的 结果 。 


我 们 把 这 个 剧本 命名 为 “二 体 问 题 ?"， 它 成 书 出 版 ， 之 后 由 获奖 导 
演 芭 芭 拉 : 奥 利 弗 (Barbara Oliver) 执导 排 成 戏剧 ， 在 伯克利 剧院 上 
演 。 这 是 我 第 一 次 涉足 艺术 领域 ,看 到 观众 们 的 反应 ， 我 感到 既 慰 谋 
又 好 笑 。 比 如 ， 大 多 数 人 认为 剧本 中 发 生 在 那 位 数学 家 和 吴 上 的 事实 际 
上 吏 是 我 的 经 历 。 当 然 ，《 二 体 问 题 》 中 有 很 多 情节 的 确 来 源 于 真实 
生活 ， 例 如 ， 我 在 巴黎 有 一 个 俄罗斯 女友 ， 剧 本 中 为 菲利普 的 女友 娜 


塔 条 刀 设计 的 很 多 显著 特点 ， 正 是 受到 我 文 朋友 特点 的 局 发 。 剧 本 中 
有 的 情节 来 源 于 我 的 生活 ， 有 的 则 是 源 目 淘 姆 的 真实 经 历 。 不 过 ， 剧 
作者 创作 剧本 的 最 大 动机 ， 避 ® 古 塑造 出 性 格 鲜 明 的 人 物 ， 设 计 出 引信 
入 胜 的 情节 。 在 我 和 淘 姆 确定 了 目标 之 后 ， 我 们 必须 以 某 种 方式 来 塑 
造 这 些 人 物 。 我 们 从 真实 生活 中 取材 的 那些 体验 ， 在 经 过 润色 加 工 之 
后 ， 束 再 也 不 古 我 们 目 己 的 体验 了 。《 二 体 问 题 》 的 主角 整 是 剧 中 的 
角色 ， 他 们 有 目 己 的 性 格 特征 ， 这 是 艺术 创作 必须 满足 的 一 个 要 求 。 


mK 米 OK 


我 们 开始 寻找 制 片 人 ， 帮 助 我 们 把 《二 体 问 题 》 拍 摄 成 标准 长 度 
的 正 厂 。 我 当时 认为 ， 片 子 拍摄 完成 后 最 好 先 在 小 范围 内 试 映 。2009 
年 4 月 ， 我 回 到 巴黎 ， 继 续 完 成 Chaire d’Excellence 奖 的 项 目 。 这 时 
候 ， 我 的 一 个 朋友 、 数 学 家 皮 挨 尔 . 沙 比 哈 (Pierre Schapira) 为 我 介绍 
了 一 位 有 才华 的 年 轻 导 演 瑞 恩 . 格 拉夫 斯 (Reine Graves) 。 瑞 恩 做 过 
时 装 模 特 ， 也 执导 过 好 几 部 立意 新 颖 、 风 格 大 胆 的 短片 (其 中 有 一 部 
还 在 巴黎 的 限制 级 电影 节 上 赢得 了 帕 索 里 尼 淆 ) 。 在 皮 埃 尔 的 安排 
下 ， 我 和 瑞 恩 共 进 了 午餐 。 席 间 ， 我 提议 我 们 俩 合作 拍摄 一 部 介绍 数 
学 的 短 族 ， 瑞 恩 欣 然 接 受 了 我 的 提议 。 很 显然 ， 我 们 一 担 即 合 。 几 个 
月 之 后 ， 有 人 问 她 为 什么 接受 我 的 提议 ， 瑞 恩 回答 说 ， 在 当今 世界 ， 
人 们 的 热情 差不多 消耗 列 尽 ， 而 数学 王国 是 尚 能 发 掘 出 诚 草 激情 的 为 
数 不 多 的 领域 之 一 。 


我 们 开始 想 各 种 各 样 的 创意 。 我 拿 出 儿 张 以 前 担 摄 的 照片 给 瑞 轧 
看 ， 在 这 些 照片 上 ， 我 (用 数字 方式 ) 在 人 体 上 绘制 了 一 些 数学 公式 
的 文 映 。 瑞 恩 一 看 整 非常 喜欢 ， 于 是 ， 我 们 决定 把 公式 文员 这 个 素材 
放 到 电影 中 。 


文身 这 种 艺术 形式 源 自 日 本 。 我 去 过 日 本 十 几 次 〈 那 时 ， 费 金 夏 
天 在 京都 大 学 任教 ， 我 去 那里 与 他 一 起 研究 数学 问题 ) ， 日 本 文化 让 
我 深 深 着 迷 。 为 此 ， 我 和 瑞 恩 跑 到 日 本 的 电影 院 寻 求 灵 感 。 在 我 们 观 


看 的 电影 中 ， 有 一 部 名 叫 “ 忧 国 "， 由 日 本 著名 作家 三 岛 由 纪 夫 (Yukio 
Mishima) 根据 自己 的 短篇 小 说 改编 ， 且 由 他 本 人 执导 并 担纲 主演 。 


这 是 一 部 黑白 睫 ， 并 不 是 很 长 ， 在 具有 典型 日 本 能 乐风 格 的 简朴 
舞台 上 上 演 。 电 影 中 没有 对 日 ,但 十 迁 取 了 瓦格纳 的 歌剧 《 特 里 斯 坦 
与 伊 守 尔 德 》 中 的 首 乐 作为 背景 音乐。 电影 中 有 两 个 角色 ， 一 个 十 旺 
家 卫队 的 年 轻 军 官 竹山 中 尉 ， 另 一 个 是 他 的 妻子 玲 和 于 。 这 名 军官 的 朋 
友 发 起 了 一 场 政 变 ， 结 果 却 失败 了 。 中 尉 接 到 将 作乱 者 处 死 的 命令 ， 
但 他 无 法 执行 这 条 命令 ， 因 为 这 些 作乱 者 都 是 他 的 好 朋友 。 可 是 ， 他 
也 无 法 违背 天 旺 的 命令 。 于 是 ， 他 唯一 的 选择 就 是 切腹 目 杀 。 


尽管 这 部 电影 的 时 长 只 有 29 分 钟 ， 但 却 深 深 地 打动 了 我 。 我 认为 
三 岛 由 纪 夫 的 电影 创作 方式 力量 感 十 足 ， 有 毫 不 掩 师 地 直 指 问题 的 核 
心 。 人 们 可 能 不 认同 他 的 思想 (事实 上 ， 在 我 看 来 ， 他 对 爱 与 死亡 之 
间 的 微妙 关系 的 认识 缺乏 感染 力 )  ， 但 古 作为 电影 创作 者 ， 他 毫 不 受 
协 的 态度 恬 得 了 我 的 苯 重 。 


三 岛 由 纪 夫 打破 了 电影 的 传统 表现 方式 : 这 是 一 部 无 声 电 影 ， 在 
各 个 “章节 ”之 间 有 书面 文字 解说 后 续 情 节 。 这 部 电影 非常 适合 舞台 和 表 
演 ， 演 员 的 动作 不 多 ， 但 各 个 场景 都 经 过 精心 编排 。 不 过 ， 让 我 为 之 
心动 的 却 是 其 中 情感 的 无 声 宣泄 。 〈 当 时 ， 我 还 不 知道 三 岛 由 纪 夫 本 
人 也 是 切腹 自杀 的 ， 与 电影 情节 诡异 地 相似 。) 


这 部 电影 引起 了 我 强烈 的 共鸣 ， 也 许 是 因为 我 和 瑞 恩 也 想 制 作 一 
部 打破 传统 的 电影 ， 以 一 种 全 新 的 方式 介绍 数学 。 我 觉得 三 岛 由 纪 夫 
使 用 的 电影 框架 与 语言 充满 了 美感 ， 这 正 是 我 们 藻 藻 退 寻 的 目标 ， 因 
此 ， 我 给 瑞 恩 打 了 一 个 电话 。 


“我 看 了 三 鸟 由 纪 夫 的 电影 ，"” 我 说 ,“ 真 是 太 棒 了 。 我 们 的 电影 
应 该 拍 成 那样 。” 


“好 的 ，? 她 说 ,“ 那 我 们 选择 什么 主题 呢 ? ” 
突然 之 间 ， 我 的 思路 变 得 异常 清晰 ， 一 连 串 想法 脱口 而 出 。 


“一 位 数学 家 创建 了 爱 的 公式 ,，” 我 说 ,“ 但 他 却 发现 这 个 公式 是 一 
WANA a: 它 既 可 以 用 来 行善 ， 又 可 以 用 来 作 屎 。 他 意识 到 这 个 公式 
必须 受 普 保管 ， 以 免 落 入 坏人 手中 ， 于 是 他 决定 把 它 文 到 他 深 爱 的 女 
eee 


“非常 好 。 你 觉得 电影 的 名 字 叫 什么 好 昵 ?9 ， 
“ 虽 .…… 叫 《 爱 与 数学 之 祭 》， 怎 么 样 9 ” 
就 这 样 ， 我 们 确定 了 这 部 电影 的 创意 。 


在 我 们 的 设想 中 ， 这 部 电影 就 是 一 个 语言 ， 告 诉 人 们 数学 公式 与 
诗歌 、 绘 画 和 首 乐 一 样 ， 也 富有 美感 。 我 们 不 上 姥 户 它 能 冲击 观众 的 大 
脑 ， 而 是 布 望 触及 他 们 的 直觉 与 本 能 ; 我们 不 奢望 观众 能 够 理解 这 些 
数学 公式 ， 而 是 布 望 让 他 们 在 第 一 时 间 去 感受 这 些 公 式 。 我 们 认为 ， 
强调 数学 中 人 文 与 精神 层面 的 内 容 ， 有 助 于 激发 观众 的 好 奇 心 。 


在 人 们 看 来 ， 数 学 与 自然 科学 总 的 说 来 是 两 个 枯燥 乏味 的 领域 。 
但 实际 上 ， 创 建新 的 数学 知识 与 忆 术 及 音乐 创作 一 样 ， 是 一 个 激情 四 
味 的 求索 过 程 ， 也 古 一 种 个 性 十 足 的 体验 。 如 果 人 缺乏 热情 ， 没 有 奉献 
精神 ， 是 无 法 实现 目标 的 。 这 征 与 未 知 世界 的 斗争 ， 也 是 与 目 我 的 斗 
争 ， 能 油 发 你 强烈 的 情感 。 而 且 ， 你 发 现 数 学 公式 可 以 触及 你 的 灵 
魂 ， 殊 像 电影 里 的 文 映 会 深 深 租 入 人 的 皮肤 一 样 。 


在 我 们 这 部 电影 中 ， 一 位 数学 家 发 现 了 “ 爱 的 公式 *”。 当然 ， 所 
谓 “ 爱 的 公式 ”， 其 实 是 在 隐喻 我 们 想 要 追求 终极 真理 ， 想 要 洞察 世界 
的 一 切 。 在 现实 世界 中 ， 我 们 必须 勉强 接受 一 知 半 解 。 但 是 ， 如 果真 


的 有 人 能 发 现 终极 真理 呢 ? 如 采 终 极 真 理 真 的 可 以 用 数学 公式 表现 出 
来 呢 ? 我 想 ， 这 个 终极 真理 就 是 电影 里 的 爱 的 公式 。 


亨利: 戴 维 - 梭 罗 说 过 一 句 很 妙 的 话 : 


对 于 任何 真理 ， 如 采 想 要 用 最 明确 、 最 优美 的 语句 来 表述 它 ， 
就 得 借助 数学 语言 。 我 们 有 可 能 对 算术 规则 乃至 道德 哲学 规则 进行 
简化 ， 用 一 个 数学 公式 同时 表示 这 两 种 内 容 。 


即使 数学 公式 并 不 足以 表现 世间 万 物 ， 但 总 的 来 说 ， 数 学 公式 仍 
然 是 表现 人 类 已 知 真 理 的 最 纯粹 、 适 用 面 最 广 也 是 最 经 济 的 表达 方 
式 。 它 们 不 会 人 云 亦 云 ， 而 是 忠实 地 向 所 有 人 传递 永恒 、 珍 贯 的 知 
识 ， 而 且 ， 它 们 古 一 座 座 蛮 峨 挺拔 的 现实 之 塔 ， 所 表达 的 都 是 人 类 必 
需 的 真理 ， 引 导 着 人 类 走 过 时 空 的 征程 。 


= All 45-2 (Heinrich Hertz) 对 数学 公式 充满 了 敬 旦 : “人们 会 
情不自禁 地 认为 这 些 数 学 公式 是 一 种 独立 的 存在 ， 拥 有 灵性 ， 比 人 类 
聪明 ， 甚 至 比 建立 这 些 公 式 的 人 聪明 。” 赫 北 证 明了 电磁 波 的 存在 ， 
此 人 们 用 他 的 名 字 来 命名 频率 单位 。 


有 这 种 感受 的 人 远 不 止 攻 效 一 人 ， 数 学 界 的 大 多 数 人 都 认为 数学 
公式 与 数学 思想 存在 于 一 个 独立 的 世界 之 中 。 罗 伯 特 : 朗 兰 兹 认为 数 
学 “常常 以 暗示 的 形式 悄然 而 至 ， 这 说 明 数 学 的 全 部 内 容 (而 不 仅仅 是 
其 中 的 基本 概念 ) 都 独立 于 我 们 之 外 而 存在 。 这 样 的 认识 很 难 理解 ， 
但 是 ， 如 有 果 专 业 数 学 研究 者 没有 形成 这 种 认识 ， 束 会 寸步 难 行 *。 闭 名 
RARE ST ( 德 林 费 尔 德 的 导师 ) 也 有 类 似 的 感受 ， 他 说 :“ 虑 
诚 谦 茶 、 痴 心 不 改 的 数学 家 发 现 (而 不 是 创造 ，， 在 柏拉图 所 谓 的 “ 思 
想 世 界 ” 的 某 个 地 方 ， 挛 然 荔 立 着 一 座 气 势 雄伟 的 数学 城堡 。” 


从 这 个 意义 上 讲 ， 伽 罗 瓦 群 是 由 这 位 法 国 天 才 发 现 的 ， 而 不 是 由 
他 创建 的 。 在 他 发 现 之 前 ， 这 个 概念 已 经 存在 于 数学 这 个 思想 世界 的 
魔幻 化 园 中 ， 等 着 人 们 去 探索 。 即 使 伽 罗 瓦 的 那些 论文 丢失 了 ， 即 使 
他 没有 因为 这 项 发 现 而 获得 应 有 的 采 誉 ， 这 些 群 也 将 会 被 其 他 人 发 
现 。 


在 人 类 蔷 勤 耕耘 的 其 他 领域 ， 情 况 则 有 所 不 同 。 如 有 果 乔 布 斯 没有 
回 到 苹果 公司 ， 我 们 可 能 就 不 会 用 上 iPod (苹果 便携 式 多 功能 数字 多 
媒体 播放 器 ) 、iPhone (苹果 智能 手机 ) 和 iPad (苹果 平板 电脑 。 也 
许 苹 果 公 司 会 完成 其 他 的 技术 创新 ， 但 是 我 们 没有 理由 期 望 其 他 人 也 
能 创造 出 跟 乔 布 斯 完全 相同 的 产品 。 但 是 ， 数 学 真理 则 不 同 ， 它 们 是 
一 种 必然 的 存在 。 


布 腊 哲 学 家 柏拉图 首先 提出 ， 数 学 中 的 一 项 项 内 容 与 我 们 的 理性 
活动 没有 任何 联系 ， 因 此 ， 数 学 概念 与 数学 思想 森 吴 的 这 个 世界 ， 通 
常 被 称 为 “柏拉图 数学 世界 ”。 数 学 物理 学 家 罗 杰 : 彭 罗斯 (Roger 
Penrose) 在 他 的 专著 《 通 往 现实 之 路 》 (The Road to Reality) FE 
称 ， 柏 拉 图 数学 世界 中 的 数学 命题 “都 是 客观 真实 的 命题 。 如 果 人 们 说 
某 个 数学 命题 存在 于 柏拉图 数学 世界 中 ， 就 意味 着 该 命题 是 客观 真实 
的 。” 同 理 ， 数 学 观念 也 “存在 于 柏拉图 数学 世界 中 ， 因 为 它们 是 客观 
HY” ° 
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AE: “我 们 会 认为 在 费 马 提出 这 个 命题 之 前 它 台 是 一 个 客观 真实 的 命 
题 ， 还 是 认为 该 命题 的 真实 性 是 个 纯粹 的 文化 问题 ， 且 取决 于 数学 界 
的 主观 标准 呢 ? ”借助 归 雇 法 这 个 经 受 住 了 时 间 考 验 的 传统 证 明 工 具 ， 
we Miah, WAS ATW, Me SKA reer are, 
以 此 强调 数学 知识 是 独立 于 人 类 所 有 活动 之 外 的 客观 存在 。 


库 尔 特 : 哥 德尔 直言 不 证 地 赞成 这 个 观点 。 哥 德尔 的 研究 成 果 ， 尤 
其 是 著名 的 “ 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ” (Godel’s incompleteness theory), 
从 根本 上 改变 了 数学 的 逻辑 。 他 认为 数学 概念 “是 客观 现实 ， 我 们 只 能 
认 知 、 描 述 ， 但 却 无 法 创建 或 改变 这 些 客观 现实 ”。 换 言 之 , “数学 摘 
述 的 是 非 感官 现实 ， 是 一 种 独立 存在 ， 与 人 类 的 意识 与 意向 无 天。 人 
类 的 意识 只 能 认 知 这 种 非 感官 现实 ， 而 且 这 种 认 知 有 可 能 很 不 全 面 ”。 


柏拉图 数学 世界 与 物理 现实 也 没有 关联 。 例 如 ， 我 们 在 第 16 章 讨 
论 过 ， 规 范 场 论 这 个 工具 最 初 是 由 数学 家 提出 来 的 ， 他 们 没有 参考 任 
何 物理 知识 。 然 而 ， 事 实证 明 ， 这 些 模型 描述 了 自然 界 中 的 三 个 已 知 
作用 力 《电磁 力 、 弱 作用 力 和 强 作用 力 ) 。 这 三 种 作用 力 分 别 对 应 三 
个 具体 的 李 群 [循环 群 、SU(2) 群 和 SU(3) 群 ]， 尽 管 也 存在 可 对 应 所 有 李 
群 的 规范 场 论 。 与 其 他 李 群 (不 包括 上 述 三 个 李 群 ) 相关 的 规范 场 论 
都 具有 明显 的 数学 特征 ， 而 且 人 们 尚未 发 现 这 些 规范 场 论 与 现实 世界 
存在 任何 联系 。 此 外 ， 我 们 还 讨论 过 这 些 规范 场 论 的 超 对 称 扩展 结 
构 。 尽 管 人 们 没有 在 自然 界 中 发 现 超 对 称 性 ， 而 且 自 然 界 中 很 有 可 能 
并 不 存在 超 对 称 性 ， 但 是 ， 我 们 依然 可 以 利用 数学 工具 来 分 析 这 些 超 
对 称 扩展 结构 。 维 数 不 是 4 的 类 似 模型 ， 在 时 空中 也 具有 数学 意义 。 这 
种 与 物理 现实 没有 任何 直接 联系 ， 但 是 内 涵 丰 富 的 数学 理论 有 很 多 ， 
简直 不 胜 枚 举 。 


罗 杰 : 绢 罗斯 在 其 著作 《意识 的 阴影 》 (Shadows of the Mind) 中 
讨论 了 物理 世界 、 精 神 世 界 与 柏拉图 数学 世界 三 者 之 间 的 关系 。 这 三 
个 世界 彼此 独立 ， 但 又 紧密 地 区 织 在 一 起 。 我 们 仍然 无 法 彻底 了 解 它 
们 之 间 的 联系 ， 但 显而易见 的 是 ， 这 三 个 世界 都 会 对 我 们 的 生活 产生 
深远 的 影响 。 不 过 ， 尽 管 我 们 已 经 认识 到 物理 世界 与 精神 世界 对 人 类 
的 重要 意义 ， 但 仍 有 很 多 人 根本 不 了 解数 学 世界 “对 他 们 来 说 ， 这 未 
党 不 是 一 件 笠 事 ) 。 我 相信 ， 等 到 我 们 对 这 个 隐藏 的 现实 有 所 认识 ， 
并 发 掘 出 其 尘封 多 年 的 能 力 时 ， 产 业 革 命 留 给 我 们 这 个 社会 的 既定 秩 
序 丈 会 发 生 改 变 。 


在 我 看 来 ， 数 学 知识 的 客观 性 是 产生 无 限 可 能 的 源 果 ， 也 是 区 别 
于 人 类 其 他 行为 的 根本 特性 。 我 党 得， 了解 这 个 特性 背后 的 秘密 ， 有 
助 于 我 们 彻 原 了 解 物理 现实 、 意 识 及 两 者 之 间 的 相互 天 系 。 换 句 话 
说 ， 我 们 越 接 近 相 拉 图 数学 世界 ， 我 们 了 解 周围 世界 以 及 我 们 在 这 个 
世界 中 所 处 位 置 的 能 力 吏 越 强 。 


值得 庆幸 的 是 ， 我 们 深入 了 解 柏 拉 图 数学 世界 ， 并 在 生活 中 对 其 
加 以 应 用 的 进程 是 不 可 阻挡 的 ， 其 中 一 个 非常 重要 的 原因 束 是 数学 的 
内 在 民主 性 。 对 于 物理 世界 和 精神 世界 而 言 ， 不 同 的 人 在 认 知 或 解读 
其 中 的 某 些 内 容 时 可 能 会 得 出 不 同 的 结论 ， 有 的 人 甚至 根本 无 法 理 
解 。 但 是 ， 所 有 人 对 数学 概念 与 方程 式 的 认 知 都 会 得 出 相同 的 结论 ， 
而 且 数 学 给 予 人 们 的 机 会 是 均等 的 。 没 有 人 可 以 垄断 数学 知识 ， 和 人们 
既 不 能 宣布 某 个 数学 公式 或 数学 思想 是 目 己 发 明 的 ， 也 不 能 为 某 个 公 
式 申 请 专利 。 比 如 ， 爱 因 斯 坦 不 能 为 目 己 提 出 的 公式 E=mc“ 注 册 专 
利 。 原 因 在 于 ， 如 有 果 这 个 公式 是 正确 的 ， 那 么 它 所 表示 的 是 宇宙 的 某 
个 永恒 真理 ， 因 此 不 可 能 私有 化 ， 只 能 由 大 家 共 至 。 无 论 贫 富 、 肤 色 
与 年 龄 ， 谁 也 不 能 把 它 从 我 们 手中 村 走 。 在 这 个 世界 上 ， 再 也 没有 其 
他 任何 事物 能 像 数 学 那样 深奥 、 典 雅 而 又 不 属于 某 个 人 的 了 。 


mK OOK OK 


影 《 爱 与 数学 之 祭 》 模 仿 三 岛 由 纪 夫 电影 的 忆 术 风格 ， 画 面 中 
心 位 置 的 装饰 品 是 一 幅 挂 在 增 上 的 大 件 书 法 作品 ， 显 得 非常 朴实 。 在 
三 岛 由 纪 夫 的 电影 中 ， 该 书法 作品 上 书写 的 是 shisei (真诚 ) ， 因 为 那 
部 电影 的 主题 是 真诚 与 采 誉 。 


而 我 们 选择 的 电影 主题 是 真理 ， 因 此 我 们 计划 在 这 件 书 法 作品 上 
写 上 “真理 ”。 不 过 ， 我 们 不 是 用 日 语 书写 ， 而 是 用 俄语 。 


“真理 ”一 词 在 俄语 中 可 用 两 个 词 来 表示 。 其 中 更 销 见 的 一 个 词 
是 “Pravda”， 指 与 事实 有 关 ; 另外 一 个 词 是 “istina”， 意 为 更 深层 次 、 


哲学 意义 上 的 真理 。 例 如 , “圆桌 对 称 群 是 一 个 圆 ” 这 人 句 话 是 “Pravda”， 
而 朗 兰 兹 纲领 (在 经 过 证 明之 后 ) 就 是 “istina”。 很 明显 ， 电 影 中 的 那 
位 数学 家 为 之 献身 的 真理 是 “istina”。 


在 我 们 这 部 电影 中 ， 我 们 希望 探讨 数学 知识 的 道德 意义 : 一 个 非 
常 重要 的 公式 也 有 可 能 会 产生 人 负面 作用 ,被 居心 区 测 的 人 人 利用。 我们 
以 20 世 纪 初 的 一 群 理论 物理 学 家 为 例 。 这 些 物理 学 家 一 心 想 了 解 原子 
的 结构 ， 结 果 ， 在 一 场 他 们 看 来 纯粹 是 高 尚 的 科学 探索 活动 中 ， 他 们 
无 意 间 发 现 了 原子 能 。 原 子 能 在 为 人 类 做 出 很 多 有 益 页 献 的 同时 ， 也 
给 人 类 市 来 了 破坏 与 死亡 。 同 样 ， 我 们 在 知识 求索 过 程 中 发 现 的 数学 
公式 也 有 可 能 对 人 类 造成 伤害 。 尽 管 科 学 家 拥有 开展 科学 探索 的 目 
由 ， 但 是 我 认为 他 们 也 应 该 承担 相应 的 届 任 ， 尽 可 能 地 避免 目 己 发 现 
的 公式 被 居心 区 测 的 人 利用 。 在 我 们 这 部 电影 中 ， 那 位 数学 家 宁愿 放 
弃 目 己 的 生命 ， 也 要 保护 公式 不 落 入 坏人 之 手 一 一 文身 古 他 能 想到 的 
既 可 以 把 公式 隐藏 好 又 可 以 保证 公式 不 遗失 的 一 个 方法 。 


由 于 我 从 来 没有 文 过 号 ， 因 此 我 必须 了 解 文身 的 各 个 程序 。 如 
今 ， 人们 可 以 利用 机 器 来 文身 ， 但 是 在 历史 上 (在 日 本 ) ， 文 身 是 用 


一 根 竹 棒 制 作出 来 的 ， 耗 时 更 长 ， 也 让 人 更 痛 匣 。 有 人 告诉 我 ， 日 本 
现在 可 能 还 有 使 用 这 种 古老 技术 的 文身 店 ， 我 们 在 电影 中 展现 的 正 是 
这 种 古老 的 技术 。 


电影 中 要 用 到 的 “ 爱 的 公式 ”到 底 应 该 选择 哪 一 个 呢 ? 这 是 一 个 非 
常 重要 的 问题 。 这 个 公式 必须 足够 复杂 (毕竟 ， 这 是 爱 的 公式 ) ， 同 
时 ， 它 还 应 该 具有 美感 ， 看 到 它 人 们 便 觉得 赏心悦目 。 我 们 布 望 向 观 
从 表明， 数学 公式 既 有 内 在 美 ， 又 有 形式 美 。 同 时 ， 我 还 希望 选用 我 
自己 建立 的 公式 。 


经 过 艰 藻 的“ 海 选 ， 我 选择 了 下 面 这 个 公式 : 
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该 公式 选 自 我 和 我 的 两 位 朋友 安 德 烈 : 罗 瑟 夫 (Andrey Losev) 
尼 基 塔 . 涅 克拉 索 夫 (Nikita Nekrasov) 于 2006 年 合作 完成 的 论文 “超越 
拓扑 理论 的 瞬 子 第 一 篇 ”(Instantons Beyond Topoloical Theory I) 。 这 
篇 论文 长 达 100 页 ， 上 述 公 式 是 论文 中 列 出 的 公式 (5.7) 。 


这 个 公式 看 上 去 令 人 生 上 其 。 如 果 我 在 电影 中 把 这 个 公式 写 到 黑板 
上 ， 并 解释 其 中 的 含义 ， 那 么 大 部 分 观众 可 能 会 立刻 离 场 。 但 是 ， 当 
它 以 文 映 的 形式 出 现 后 ， 就 会 引起 截然 不 同 的 反应 。 这 个 公式 似乎 真 
的 可 以 触及 观众 的 灵魂 ， 大 家 部 布 望 了 解 其 中 的 含义 。 


这 个 公式 到 底 有 什么 含义 呢 ? 当时 ， 我 们 写 了 一 系列 论文 ， 讨 论 
借助 “ 瞬 子 ”研究 量子 场 论 的 新 方法 ， 这 篇 论文 古 该 系列 论文 的 第 一 
篇 。 瞬 子 是 有 显著 特点 的 量子 场 结 构 。 尽 管 量子 场 论 可 以 准确 地 摘 述 
基本 粒子 间 的 相互 作用 ， 但 是 无 法 准确 地 解释 众多 重要 现象 。 例 如 ， 
根据 标准 模型 ， 质 子 和 中 子 由 三 个 不 可 分 的 仿 克 构成 。 在 物理 学 中 ， 
这 种 现象 被 称 为 限制 作用 。 但 是 ， 其 作用 原理 一 直 没 有 合理 的 解释 ， 
很 多 物理 学 家 相信 有 瞬 子 是 打开 这 道门 的 钥 古 。 不 过 ， 在 传统 的 量子 场 
论 中 ， 瞬 子 并 不 容易 理解 。 


因此 ， 我 们 提出 了 一 个 研究 量子 场 论 的 新 方法 ， 以 便 更 好 地 理解 
瞬 子 的 作用 。 在 研究 其 中 一 个 理论 时 ， 我 们 采用 了 两 种 不 同 的 方法 去 
计算 它 的 相关 函数 。 结 果 ， 上 述 公 式 表 明 ， 这 两 个 方法 表现 出 令 人 吃 
慰 的 一 臻 性。 当时， 我 们 并 不 知道 这 个 公式 很 快 瑟 要 在 电影 中 扮演 “ 爱 
的 公式 ”这 个 角色 。 


我 们 的 特效 师 欧 丽 安 : 吉 劳 德 (Oriane Giraud) 非常 喜欢 这 个 公 
式 ， 但 她 觉得 要 是 把 这 个 公式 制作 成 文 映 束 太 复 洒 了 。 于 是 ， 我 人 化 
了 这 个 公式 ， 最 终 在 电影 中 它 呈 现 为 下 图 所 示 的 样子 〈 见 下 页 ) 。 


在 电影 中 加 入 文 且 的 镜头 是 为 了 表现 数学 研究 中 的 激情 。 在 制作 
文 号 时 ， 这 位 数学 家 人 全神贯注 ， 把 整个 世界 都 抛 在 脑 后 。 对 他 而 言 ， 


这 个 公式 就 是 他 的 生命 的 全 部 意义 所 在 。 


我 们 下 了 很 大 功夫 才 完 成 这 组 镜头 的 折 摄 。 全 剧组 约 30 个 人 通力 
合作 ， 花 了 一 整 天 时 间 ， 到 接近 午夜 时 才 完 成 拍摄 。 我 与 扮演 真理 子 
的 女 演员 凯 伊 肖 恩 - 梅 (Kayshonne May) 真 的 感到 身心 俱 疲 。 但 是 ， 
整个 剧组 成 员 都 欢欣 逆 舞 、 情 绪 激 动 。 
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2010 年 4 月 ， 在 巴黎 目 然 科学 与 数学 基金 会 的 资助 下 ， 电 影 的 首 映 
式 在 麦克 斯 - 林 戴 电影 院 (Max Linder Panorama Theater) 举行 。 这 是 巴 
黎 最 好 的 电影 院 之 一 ， 首 映 式 也 非常 成 功 。 各 类 杂志 开始 刊登 第 一 波 
影评 ， 法 国 《 世 界 报 》 评 价 《 爱 与 数学 之 祭 》 是 “一 部 极 有 震撼 力 的 短 
片 ， 非 比 寻 常 地 用 一 种 浪漫 的 眼光 去 观察 数学 家 的 世界 *”。《 新 科学 
家 》 也 评论 道 : 


这 征 一 部 非常 优秀 的 电影 .…… 如 果 弗 伦 区 尔 的 目的 是 让 更 多 的 
人 了 解数 学 、 学 习 数 学 ， 那 么 他 已 经 如 愿 以 偿 了 ， 因 为 这 部 电影 极 


有 感染 力 。 电 影 中 的 “ 爱 的 公式 ”， 实 际 上 是 一 个 方程 式 的 简化 版 ， 
该 方程 式 引 目 他 于 2006 年 发 表 的 一 篇 题 为 "超越 拓扑 理论 的 瞬 子 第 
一 篇 ”的 量子 场 论 论文 。 将 其 拍 成 电影 之 后 ， 有 机 会 看 到 (即便 不 
能 理解 ) 这 个 公式 的 人 可 能 会 大 大 增加 。 


法 国 流行 杂志 Tangente Sup 认 为 ， 这 部 电影 “将 激 起 那些 认为 数学 
与 艺术 及 诗歌 是 从 根本 上 对 立 的 人 的 兴趣 >”。 这 篇 文章 还 引用 了 赫 尔 夫 
ET (Hervé Lehning) 的 一 段 话 : 


对 称 性 与 对 偶 性 是 爱德华 : 弗 伦 区 尔 数 学 研究 中 的 重要 内 容 。 
这 些 内 容 与 朗 兰 效 纲领 有 关 ， 目 的 是 在 数论 与 某 些 群 之 间 建 立 联 
系 。 这 个 研究 主题 非常 抽象 ， 但 它 在 实际 生活 中 也 有 应 用 ， 比 如 和 密 
码 学 .….. 如 末 说 对 侦 性 在 爱德华 : 弗 伦 克 尔 的 研究 中 具有 如 此 重要 
的 意义 ， 我 们 不 免 会 想到 一 个 问题 。 在 爱 与 数学 之 间 ， 是 否 也 像 电 
影 名 字 蜡 示 的 那样 ， 存 在 某 种 对 偶 关 系 呢 ? 他 的 答案 非常 明确 ， 他 
认为 数学 人 研 完 的 目的 丈 是 揭示 爱 的 奥秘 。 


随后 ， 这 部 电影 在 世界 各 地 的 电影 条 上 了 上映， 其 中 包括 加 利 福 尼 
亚 、 巴 黎 、 系 都 、 马 德里 、 圣 色色 拉 、 毕 尔 巴 鄂 、 威 尼斯 .…… 影 公 
开 上 有 映 后 ， 我 得 以 观察 “两 种 文化 ”之 间 的 某 些 差异 。 我 首先 感受 到 的 
征文 化 冲击 。 在 全 世界 范围 内 ， 能 够 完全 理解 我 的 数学 人 研究 的 人 很 
少 ， 起 初 只 有 十 几 个 人 。 其 次 ， 每 个 数学 公式 表现 的 都 是 一 个 客观 真 
理 ， 从 本 质 上 看 ， 这 个 真理 应 该 只 有 一 种 正确 的 解读 ， 大 家 对 我 的 数 
学 研究 成 果 的 解读 也 是 一 个 样 。 而 我 们 这 部 电影 的 观众 很 多 ， 有 成 干 
上 万 的 人 ， 他 们 都 会 以 目 己 的 方式 去 理解 。 


因此 ， 我 的 理解 是 ， 观 众 必然 是 艺术 创作 的 一 个 部 分 ， 亏 术 创 作 
的 最 后 成 采 也 要 接受 他 们 的 评判 。 创 作者 没有 改变 观众 感知 的 特权 ， 
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在 电影 中 ， 我 们 借助 乞 术 家 的 感性 来 讨论 理性 的 数学 ， 以 期 使 这 
两 种 文化 融 为 一 体 。 在 电影 的 开头 ， 真 理子 给 这 位 数学 家 写 了 一 首 情 
证 。 而 在 电影 的 结尾 ， 这 位 数学 家 在 真理 子 的 映 上 文 了 一 个 数学 公 
式 ， 这 是 他 对 那 首 情诗 的 回馈 。 因 为 在 这 位 数学 家 的 心中 ， 这 个 公式 
表现 的 就 古 爱 。 公 式 可 以 承载 情 证 所 表达 的 那 种 激情 与 感性 ， 我 们 正 
征 利用 这 一 点 来 表现 数学 与 诗歌 之 间 的 相似 性 。 对 于 这 位 数学 家 而 
言 ， 这 个 公式 是 他 的 创造 性 成 末 ， 是 油 情 与 想象 力 的 产物 ， 是 一 份 爱 
的 礼物 ， 征 他 写 给 她 的 一 封 情书 。 大 家 还 记得 吧 ， 年 轻 的 伽 多 瓦 在 死 
亡 决斗 的 前 夜 写 下 了 他 的 那些 方程 式 。 


但 是 ， 她 又 是 谁 呢 ? 在 我 们 脐 想 出 来 的 那个 神秘 世界 中 ， 她 束 是 
数学 真理 的 化 身 [这 也 是 我 们 把 她 的 名 字 定 为 “Mariko”( 真 理子 ) 的 原 
因 ， 这 个 词 在 日 语 中 是 “真理 ”的 意 轧 。 同 时 ， 这 也 是 墙 上 那 幅 书法 作 
品 上 有 “istina” 字 样 的 原因 ]。 那 位 数学 家 对 她 的 爱 莫 之 情 代表 着 他 对 数 
学 和 真理 的 热爱 ， 表 示 他 愿意 为 数学 、 为 真理 奉献 出 目 己 的 生命 。 但 
征 她 不 能 死 ， 因 为 她 身上 有 他 文 上 的 公式 ， 因 为 她 要 抚 养 她 与 数学 家 
的 孩子 ， 因 为 数学 真理 是 不 朽 的 真理 。 


mK 米 OK 


数学 可 以 被 视 为 爱 的 语言 吗 ? 一 些 观众 无 法 接受 “ 爱 的 公式 ”这 个 
概念 。 有 的 人 在 看 完 电影 后 对 我 说 : “多 辑 与 感情 有 时 候 会 相互 排 不 ， 
所 以 我 们 才 会 说 爱 是 盲目 的 。 怎 么 可 能 有 爱 的 公式 呢 ? ”的 确 ， 我 们 经 
常会 觉得 情感 是 不 理性 的 (不 过 ， 认 知 科学 家 认为 ， 这 种 非 理性 的 某 
些 方面 ， 其 实 可 以 通过 数学 来 描述 ) 。 因 此 ， 我 也 认为 ， 我 们 无 法 通 
过 公式 来 描述 或 解释 爱 。 我 讨论 爱 与 数学 的 联系 ， 并 不 表示 爱 可 以 与 
数学 相提并论 ， 而 是 要 告诉 大 家 数学 的 内 镁 远 比 我 们 想象 的 要 丰富 。 
至 少 ， 数 学 可 以 为 我 们 的 爱 提 供 理 论 依据 ， 让 我 们 彼此 之 间 的 爱 、 对 
周围 世界 的 爱 更 深刻 ， 也 更 强烈 。 


诗人 诺 玛 :法 贝尔 (Norma Farber) 给 我 们 留 下 了 一 句 很 美妙 的 


不 要 让 我 在 爱河 里 懈 仿 .…… 
让 我 一 次 义 一 次 地 “触电 ”。 


数学 驶 是 让 我 们 “一 次 又 一 次 地 触电 ?的 东西 ， 原 因 在 于 数学 具有 
某 种 精神 力量 ， 只 不 过 这 种 力量 隐藏 得 很 深 人 们 几乎 很 少 使 用 它 。 


爱 因 斯 坦 说 : “每 一 个 认真 探索 科学 知识 的 人 都 相信 ， 宇 宙 的 法 则 
中 明显 包 侣 着 某 种 精神 力量 ， 这 种 精神 力量 远 胜 于 我 们 人 类 拥有 的 精 
神力 量 ， 在 它 面 前 ， 我 们 的 能 力 显得 十 分 有 限 。” 牛 顿 说 :“ 我 觉得 目 
己 束 像 一 个 在 海滩 上 玩 要 的 孩子 ， 伪 尔 捡 到 一 块 光滑 的 鹅卵石 或 一 枚 
美丽 的 贝 膏 束 乐 不 可 文 ， 但 我 却 没 有 发 现 我 面前 的 真理 海洋 ， 它 正 等 
待 着 人 们 去 探索 与 发 现 。” 


我 希望 有 天 一 日 ， 我 们 每 个 人 都 能 发 现 隐 藏 在 数学 中 的 这 个 事 
实 。 这 样 的 话 ， 我 们 就 可 以 把 分 收 抛 在 脑 后 ， 专 心 致 志 地 人 研究 可 以 把 
我 们 联系 在 一 起 的 那些 深奥 的 真理 。 我 们 将 像 在 海边 玩 机 的 孩子 那 
样 ， 在 发 现 令 人 炫目 的 美 、 感 受到 甜蜜 瘟 获 的 和 谐 之 后 惊叹 不 已 ， 我 
们 也 将 分 至 和 共同 珍藏 数学 之 美 。 


结语 

2012 年 1 月 ， 美 国 数学 学 会 (AMS) 与 美国 数学 协会 (MAA) ER 
合 年 会 邀请 我 去 波士顿 做 2012 年 度 的 会 议 报 告 。 从 1896 年 起 ， 约 翰 ' 详 
尔 曼 、 陈 省 身 、 迈 克 尔 ' 阿 蒂 亚 、 拉 乌 尔 : 博 特 、 罗 伯 特 : 朗 兰 效 、 爱 德 
华 : 威 滕 等 伟大 的 数学 家 都 曾 应 邀 做 过 这 样 的 报告 。 看 着 这 份 名 单 ， 再 
看 看 他 们 的 报告 主题 ， 就 好 像 在 回顾 数学 的 百年 历史 。 因 此 ， 被 邀请 
参加 这 样 一 项 活动 ， 我 既 感到 采 坟 ， 又 深 感 所 下 不 安 。 


流 士 顿 的 会 议 给 我 留 下 了 美好 回忆 。 我 第 一 次 到 达 将 根 机 场 是 在 
1989 年 9 月 ， 当 时 我 要 去 哈佛 大 学 报到 。 有 一 部 著名 的 电影 叫 作 “来 目 
俄罗斯 的 爱情 ” (From Russia with Math) ， 不 过 ， 我 拥有 的 不 是 爱 
情 ， 而 十 对 数学 抱 有 的 一 片 痴 情 。 那 时 候 ， 我 21 岁 ， 和 局 局 习习 ， 从 来 
没有 考虑 过 我 的 未 来 。 三 个 月 之 后 ， 我 再 次 来 到 洛 根 机 场 ， 送 我 的 导 
师 鲍 里 斯 : 费 金 回 英 斯 科 。 在 经 历 了 一 段 动荡 岁月 的 洗礼 之 后 ， 我 变 得 
成 熟 多 了 ， 开 始 想 我 什么 时 候 能 再 见 到 人 他。 不过， 我 们 在 数学 上 的 合 
作 ， 还 有 我 们 的 友 座 ， 并 没有 因此 中 断 ， 反 而 有 所 发 展 。 


我 在 哈佛 大 学 竺 的 时 间 比 预计 的 要 长 。 第 二 年 ， 我 获得 了 博士 学 
位 ， 并 进入 哈佛 学 会 (Harvard Society of Fellows) ， 在 学 会 中 的 任期 
结束 前 又 成 为 哈佛 的 副教授 。5 年 后 ， 我 又 一 次 来 到 洛 根 机 场 ， 迎 接 前 
来 美国 定居 的 父母 及 妹妹 一 家 。 


从 此 以 后 ， 他 们 就 居住 在 波士顿 地 区 。1997 年 ， 由 于 加 州 大 学 伯 
克利 分 校 的 盛情 邀请 让 我 无 法 拒绝 ， 我 离开 了 波士顿 。 

如 今 ， 我 仍然 会 定期 前 往 波士顿 探视 家 人 “。 我 父母 的 家 距离 联合 
年 会 的 会 址 海 因 斯 会 议 中 心 只 有 几 个 街区 ， 于 是 他 们 前 往 会 场 ， 第 一 


次 在 现场 观看 了 我 参加 学 术 活 动 的 情景 。 可 以 与 家 人 一 起 参加 这 次 活 
动 ， 对 我 而 言 的 确 是 一 个 非常 好 的 礼物 。 


这 次 联合 会 议 有 7 000 多 人 报名 参加 ， 是 一 次 盛况 空前 的 会 议 。 我 
的 报告 被 安排 在 一 个 大 会 议 厅 里 进行 ， 有 很 多 人 莫名 而 来 ， 我 的 父 
> 妹妹 和 外 物 女 坐 在 第 一 排 。 我 在 报告 中 介绍 了 我 与 罗伯特 : 朗 硅 效 
及 吴宇 球 (Ng6 Bao Chau) 不 久 前 合作 完成 的 研究 成 果 ， 我 们 已 经 合 
作 了 三 年 ， 希望 可 以 进一步 拓展 表 兰 效 纲领 。 


“如 果 我 们 把 表 兰 兹 纲领 提成 电影 ， 大 家 觉得 情节 会 是 怎样 
的 ? ”我 问 现场 的 观众 ,“ 剧 作家 肯定 会 告诉 你 ， 我 们 的 电影 必须 回答 
以 下 问题 : 电影 讲述 了 什么 问题 ? 有 哪些 人 物 ? 故事 主线 怎么 安排 ? 
有 了 哪些 矛盾 ? 这 些 矛 盾 应 当 如 何 解 决 ? ” 


观众 们 都 和 突 了 。 接 着 ,我 义 介绍 了 安 德 烈 - 韦 伊 和 他 的 “ 罗 塞 塔 石 
人 碑 ”。 我 们 在 数学 王国 的 各 个 岛屿 间 罕 梭 往 来 ， 探 索 它们 之 间 的 神秘 联 
系 。 


我 每 揭 一 次 遥控 闫 的 按键 ，4 个 大 屏幕 驶 会 同时 播放 下 一 张 幻 灯 
片 。 这 一 张 张 幻灯 片 ， 记 载 着 我 们 在 永 无 止境 的 知识 求 驼 历程 中 取得 
的 一 个 个 小 进展 。 我 们 思考 的 是 真理 与 美的 永恒 问题 。 我 们 对 数学 这 
个 神秘 的 被 遗 坪 的 大 陆 了 解 得 越 深 入 ， 残 越 能 深刻 地 体会 到 我 们 对 它 
知之 其 少 ， 还 有 更 加 广阔 的 空间 等 每 我 们 去 探索 。 我 们 前 方 的 征程 很 
漫长 ， 需 要 我 们 坚持 不 懈 的 努力 和 持久 的 热爱 。 


BUH 


感谢 美国 国防 部 高 级 研究 计划 局 和 美国 国家 科学 基金 会 对 本 书 中 
所 涉及 的 某 些 人 研究 的 支持 。 我 在 撰写 本 书 的 时 候 ， 同 时 在 加 州 大 学 伯 
克利 分 校 的 米 勒 基础 科学 人 研究 所 担任 “ 米 勒 ” 教 授 。 


在 本 书 编辑 出 版 的 过 程 中 ， 柏 修 斯 出 版 集团 的 编辑 册 勒 尔 及 项 目 
编辑 梅 丽水 : 维 罗 内 西 给 予 了 我 专业 的 指导 ， 在 此 向 他 们 表示 感谢 。 


在 所 写本 书 的 过 程 中 ， 与 院 拉 ' 伯 什 特 尔 、 有 罗伯特 :布雷 泽 尔 、 戴 维 
- 埃 森 巴 德 、 马 克 - 杰 拉 尔 德 、 真 子 : 金 、 苏 珊 - 拉 比 纳 、 院 沙 : 瑞 斯 金 、 费 
利 波 特 .斯 高 、 玛 吉 特 : 施 瓦 布 、 埃 里 克 - 温 斯 坦 及 戴 维 - 叶 效 等 人 定 有 成 
效 的 讨论 ， 让 我 获 益 匪 浅 。 


PRA SORT Fe A = > AN SET + SES SEB Hoe + ILA SBR 
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FCM IZ UR A Bete ok TRG RAI SEE, FAA EEE 
读 完 我 的 手稿 之 后 ， 提 出 了 大 量 探 客 性 的 问题 ， 帮 助 我 改进 了 很 多 地 
方 的 表述 ， 在 此 要 特别 感谢 他 们 。 我 的 父亲 弗 拉 基 米 尔 : 弗 伦 克 尔 多 次 
阅读 了 我 的 书稿 ， 并 给 我 提出 了 非常 有 价值 的 意见 。 


在 书 中 介绍 探索 数学 的 征程 时 ， 我 已 经 对 我 的 多 位 老师 以 及 帮助 
过 我 的 其 他 人 表达 了 谢意 ， 在 这 里 我 再 次 同 他 们 表示 感谢 。 


最 后 ， 我 要 感谢 我 的 父母 利 迪 嫩 : 弗 伦 元 尔 和 弗 拉 基 米尔 : 弗 伦 殉 
尔 。 没 有 他 们 的 爱 和 文 持 ， 我 不 可 能 完成 此 书 。 我 要 把 本 书 献 给 他 


外 二 


